
Курс: «Рівняння в частинних похідних та їх застосування»        ст. викл. Рего В. Л. 
До Модуля 4 
Цикл практичних занять по темах розділу: 

 
КРАЙОВІ ЗАДАЧІ ДЛЯ РІВНЯНЬ 

ЕЛІПТИЧНОГО ТИПУ 
 

1. Крайові задачі для прямокутних 
областей. Метод відокремлення змінних 

 
Приклад 1.1. Знайти положення рівноваги однорідної квадратної мембрани зі 
стороною довжини а, якщо край мембрани  0x  нерухомо закріплений, краї 0y  та 

ay   вільні, а на краї ax   задане відхилення 22 )()( ayPyy  , де 0 constP . 

Розв’язання. Математична модель задачі: в області D = },0),({ ayxyx   знайти 
розв’язок рівняння Лапласа 

,0),(  yyxx UUyxU                                             (1.1) 
який на краях мембрани справджує крайові умови 

.0,0),(,0)0,(
;0,)(),(,0),0( 22

axaxUxU
ayayPyyaUyU

yy 


                            (1.2) 

Зауважимо, що крайові умови (1.2) є узгодженими, оскільки 0)()0(  a . Отже, 
для розв’язання задачі (1.1)-(1.2) застосовний метод відокремлення змінних. Згідно з 
алгоритмом цього методу розв’язок шукаємо у вигляді добутку двох функцій 

0)()(),(  yYxXyxU ,                                             (1.3) 
кожна з яких знаходиться окремо з урахуванням рівняння (1.1) та крайових умов (1.2). 
Підставивши (1.3) у рівняння Лапласа (1.1), одержимо: 

)()()()(0)()()()( yYxXyYxXyYxXyYxX  . 
Відокремивши змінні шляхом ділення лівої та правої частин останньої рівності на 
величину 0)()(  yYxX , маємо 
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Одержана рівність виконується для всіх D),( yx  тільки тоді, коли 
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звідки маємо 
;0)(,0)()(  yYyYyY                                           (1.4) 
0)(,0)()(  xXxXxX .                                         (1.5) 

Підставивши (1.3) в однорідні крайові умови задачі (1.1)-(1.2), одержимо 
,0)()(,0)0()(  aYxXYxX  

звідки, враховуючи, що 0)( xX , маємо 
.0)(,0)0(  aYY                                                  (1.6) 
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Дослідимо задачу Штурма-Ліувілля (1.4)-(1.6). Для цього зауважимо, що 
характеристичне рівняння для ДР зі сталими коефіцієнтами (1.4) 

02 k  
залежно від значення параметра   може мати дійсні різні, кратні або комплексні 
корені. Тому для повного дослідження слід розглянути три випадки. 
 
1. Нехай .0  Тоді 2,1k  і загальний розв’язок рівняння (1.4) запишеться у 

вигляді .ee)( 21
yy CCyY    Підставивши цей розв’язок у крайові умови (1.6), 

одержимо лінійну однорідну систему відносно невідомих сталих 1C , 2C : 
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Детермінант цієї системи 0sh2  a , оскільки .0a  Отже, ,021 CC  а 
тому 0)( yY  і у випадку 0  власних значень не існує. 
2. Нехай .0  Тоді 02,1 k , 43)( CyCyY   і з крайових умов (1.6) одержимо: 
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звідки ,03 C  4C  – довільна стала. Отже, нетривіальний розв’язок існує при 04 C , а 
тому 0  є власним значенням, якому відповідає власна функція 4)( CyY  . 
3. При 0  ik 2,1  і загальний розв’язок рівняння (1.4) запишеться у вигляді 

.sincos)( 65 yCyCyY   Із крайових умов (1.6) одержимо: 
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звідки 06 C  і .0sin5  aC  Отже, нетривіальний розв’язок задачі (1.4)-(1.6) 
існує тільки для тих значень параметра λ, які є розв’язками тригонометричного 

рівняння 0sin  a , звідки 
2







 

a
n

n , а відповідні власні функції матимуть 

вигляд ,cos)( 5 y
a
nCyYn


  Nn . 

Об’єднавши випадки 0  і 0 , і взявши для визначеності 154 CC , одержимо 
систему власних значень і власних функцій ЗШЛ (1.4)-(1.6): 










  ,0,cos)(,

2

ny
a
nyY

a
n

nn .                                 (1.7) 

Підставивши знайдені власні значення в (1.5), отримаємо рівняння для визначення 
функцій )(xX  

,,0,0)()(
2







  nxX

a
nxX nn  

загальний розв’язок якого має різний вигляд для випадків 0n  та 0n : 
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;)(0 000 BxAxXn   

,shch)(0 x
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a
nAxXn nnn
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де nA , nB ,  ,0n  – довільні сталі. 
Згідно з (1.3) функції 

00000 )()(),( BxAyYxXyxU  , 

N,,cosshch),( 
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є частинними розв’язками рівняння Лапласа (1.1), що справджують однорідні крайові 
умови з (1.2). Тоді загальний розв’язок рівняння Лапласа, що справджує однорідні 
крайові умови задачі (1.1)-(1.2), запишеться у вигляді лінійної комбінації частинних 
розв’язків 


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Визначимо коефіцієнти ряду (1.8) таким чином, щоб він справджував і неоднорідні 
крайові умови задачі (1.1)-(1.2). Безпосередня підстановка (1.8) у згадані умови дає 

  .)(cosshch),(

,0cos),0(
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Із першого рівняння системи (1.9) очевидно отримуємо 
N,0;00  nAB n .                                             (1.10) 

Для знаходження решти невідомих коефіцієнтів із другого рівняння системи (1.9) 
розкладемо функцію 22 )()( ayPyy   у ряд Фур’є по системі власних функцій (1.7) 
на проміжку ],0[ ay : 


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n

n y
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nayPy ,                                        (1.11) 

де коефіцієнти Фур’є обчислюються за формулами 
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Підставивши (1.11) у друге рівняння системи (1.9), з урахуванням (1.10) маємо 

,
30

3
0

0
Pa

a
A 


  



4 
 

  

.N
,2,

2sh)(
3

,12,0

sh)(
]1)1[(24

sh 4

4
4

4

























 k

kn
kk

Pa

kn

nn
Pa

n
B

n
n

n  

Підставивши знайдені коефіцієнти у ряд (1.8), одержимо шуканий розв’язок крайової 
задачі (1.1)-(1.2). 
Відповідь. 
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Приклад 1.2. Зінтегрувати крайову задачу та дати її фізичну інтерпретацію: 

,0,0)1,()1,(,0)0,(
;10,0),(,0),0(

;10,0,sin)(12 22






xxUxUxU
yyUyU

yxyxxyUU

y

xx

yyxx

                     (2.1) 

де 0 const  є розв’язком рівняння  tg . 
Розв’язання. Фізична інтерпретація: 
а) Знайти положення рівноваги однорідної прямокутної мембрани 1 , яка піддається  
дії зовнішньої сили інтенсивності ]sin)(12[ 22 yxxyТ  , де Т – величина сили 
натягу, якщо край мембрани  0y  нерухомо закріплений, краї 0x  та x  вільні, а 
край 1y  пружно закріплений – або 
б) Знайти стаціонарний розподіл температури в однорідній прямокутній пластинці 

1 , всередині якої діють джерела тепла інтенсивності ]sin)(12[ 22 yxxyk  , де k 
– коефіцієнт внутрішньої теплопровідності, якщо край пластинки 0y  підтримується 
при нульовій температурі, краї 0x  та x  теплоізольовані, а на краї 1y  
відбувається теплообмін із довкіллям нульової температури. 
Крайові умови задачі (2.1) очевидно є узгодженими, однак для вільного члена у 
рівнянні Пуассона не виконується однорідна крайова умова на краї 1y , тому 
безпосередньо застосувати метод власних функцій не можна. Аби зробити це 
застосування можливим, приберемо з рівняння «зайвий» доданок y12  шляхом 
введення допоміжної функції. Отже, на першому етапі будемо шукати розв’язок задачі 
(2.1) у вигляді 

),(),(),( yyxVyxU                                                 (2.2) 
де ),( yxV  –  нова невідома функція, а )(y  – розв’язок крайової задачі для звичайного 
диференціального рівняння другого порядку 

0)1()1(,0)0(,12)(  yy .                                (2.3) 
Інтегруючи задачу (2.3), отримуємо 

;2)(6)( 21
3

1
2 CyCyyCyy   

,00)0( 2  C  
40)1()1( 1  C , 

а отже, yyy 42)( 3  , і підстановка (2.2) запишеться у вигляді 
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yyyxVyxU 42),(),( 3  .                                             (2.4) 
Ввівши підстановку (2.4) у рівняння та крайові умови задачі (2.1) з урахуванням (2.3) і 
незалежності )(y  від змінної х, відносно ),( yxV  отримуємо крайову задачу для 
спрощеного рівняння Пуассона 

.0,0)1,()1,(,0)0,(
;10,0),(,0),0(

;10,0,sin)(),( 22






xxVxVxV
yyVyV

yxyxxVVyxV

y

xx

yyxx

                  (2.5) 

Цього разу вільний член рівняння Пуассона справджує всі чотири однорідні крайові 
умови задачі (2.5), тому розв’язок цієї задачі можна знайти за допомогою методу 
власних функцій. Для цього (див. [3], Тема 1) спочатку розв’язуємо відповідну задачу 
на власні значення з крайовими умовами, аналогічними до крайових умов задачі (2.5):  

.0)1,()1,()0,(,0),(),0(
,),,(),(




xWxWxWyWyW
constyxWyxW

yxx
                     (2.6) 

Шукаючи власні функції задачі (2.6) методом відокремлення змінних у вигляді 
,0)()(),(  yYxXyxW  маємо: 

,,
)(
)(,

)(
)(

)(
)(

)(
)(













const
yY
yYconst

xX
xX

yY
yY

xX
xX  

,0)]1()1([)(,0)0()(,0)()(,0)()0(  YYxXYxXyYXyYX  
звідки отримуємо дві одновимірні задачі Штурма-Ліувілля 

;0)(,0)0(,0)()(  XXxXxX                               (2.7) 
  .0)1()1(,0)0(,0)()(  YYYyYyY                            (2.8) 

Зауважимо, що задача (2.7) очевидно аналогічна вже дослідженій у Прикладі 1.1 ЗШЛ 
(1.4)-(1.6), а тому її систему власних значень і власних функцій можна виписати з 
урахуванням формул (1.7): 

 ,0,cos)(,2 nnxxXn nn .                                 (2.9) 
 
Дослідимо задачу Штурма-Ліувілля (2.8). Як відомо, для повного дослідження 
необхідно розглянути три випадки. 
1. Нехай .0  Тоді загальний розв’язок рівняння з (2.8) запишеться у вигляді 

.ee)( 21
yy CCyY    Підставивши цей розв’язок у крайові умови задачі (2.8), 

одержимо: 










 .0ee)ee(

;0

2121

21

CCCC

CC
 

Детермінант цієї системи 0)shch(2  , оскільки .0  Отже, 
,021 CC  а тому 0)( yY  і у випадку 0  власних значень не існує. 

2. Нехай .0  Тоді 43)( CyCyY   і з крайових умов задачі (2.8) одержимо: 








,02
;0

43

4

CC
C

 

звідки ,043 CC  а тому 0)( yY  і 0  не є власним значенням. 
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3. При 0  загальний розв’язок рівняння із (2.8) запишеться у вигляді 
.sincos)( 65 yCyCyY   Із крайових умов задачі (2.8) одержимо: 









,0sincos)sincos(

;0

6556

5

CCCC

C
 

звідки .0)cos(sin6 C  Отже, нетривіальний розв’язок задачі (2.8) 
існує тільки для тих значень параметра β, які є розв’язками трансцендентного рівняння 

 tg .                                                  (2.10) 
Останнє рівняння має безліч коренів (це можна легко показати графічно), які не 
знаходяться в явному вигляді. Введемо задля зручності позначення mm  , де 

m , Nm  – множина від’ємних коренів рівняння (2.10). Тоді, взявши для 
визначеності 16 C , одержимо систему власних значень і власних функцій ЗШЛ (2.8): 

N,sin)(,2  myyY mmmm .                                 (2.11) 
 
З урахуванням (2.9), (2.11) можемо записати систему власних значень і власних 
функцій двовимірної задачі (2.6): 

.N,,0
,sincos)()(),(

,

,

22
, 




mn
ynxyYxXyxW

n

mmnmn

mmnmn            (2.12) 

Тепер розв’язок задачі (2.5) можна шукати у вигляді ряду по системі знайдених 
власних функцій (2.12) 

  







1
0

, sincos),(

m
n

mmn ynxCyxV .                                     (2.13) 

Із (2.6) очевидно випливає, що ряд (2.13) справджує крайові умови задачі (2.5). Отже, 
залишається вибрати коефіцієнти mnC ,  таким чином, щоб ряд (2.13) справджував 
також і рівняння задачі (2.5). Для цього спершу розкладемо вільний член рівняння 
Пуассона в подвійний ряд Фур’є по системі власних функцій (2.12) у прямокутнику 

 x0 , 10  y : 

.

sincos

sincossin)(

,sincossin)(

0

1

0

22

0

1

0

22

,

1
0

,
22

 

 




















ddn

ddn

ynxyxx

m

m

mn

m
n

mmn

                        (2.14) 

Для обчислення коефіцієнтів Фур’є скористаємося результатами, отриманими в 
Прикладі 1.1 за подібного розкладу, а також тим, що за умовою задачі 0 const  є 
розв’язком рівняння  tg  (тобто входить у множину значень m , а отже, при 
інтегруванні за змінною η маємо резонансний випадок). Нехай p , де р – цілком 
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визначене натуральне число. Тоді значення коефіцієнтів Фур’є можна записати у 
вигляді 

 
































.N
,2,3

,12,0
1)1(24

,0,
30

;,,0,0

4
4

4

,

,

k
kn

k

kn

n

n

pmn

n
pn

mn

                       (2.15) 

 
Підставивши (2.13) і (2.14) у рівняння Пуассона задачі (2.5), одержимо: 














1
0

,

1
0

22
, sincossincos)(

m
n

mmn

m
n

mmmn ynxynxnC , 

звідки очевидно випливає рівність 

22
,

,
m

mn
mn n

C



 , 

і згідно з (2.13) розв’язок задачі (2.5) матиме вигляд 













1
0

22
, .sincos),(

m
n

m
m

mn ynx
n

yxV  

Остаточний розв’язок задачі (2.5) одержимо, підставивши в останню формулу знайдені 
коефіцієнти Фур’є (2.15) з урахуванням рівності p : 

y
kk

kxyxV
k




















 




sin
)4(

2cos3
30

),(
1

2242

4
.                           (2.16) 

 
Підставивши (2.16) у (2.4), одержимо шуканий розв’язок крайової задачі (2.1). 
Відповідь.  

yyy
kk

kxyxU
k

42sin
)4(

2cos3
30

),( 3

1
2242

4




















 




. 

 
Приклад 1.3. Знайти розв’язок задачі Неймана для рівняння Пуассона в 
прямокутнику: 

.0,31),()0,(

;0,2cos9),(,0),0(

;0,0,18

3

2

axxbxUxU

byy
b

yayaUyU

byaxxyUU

yy

xx

yyxx










                       (3.1) 

Розв’язання. Беручи до уваги умову стаціонарності теплового поля для прямокутника 
(див. [3], Тема 5), бачимо, що для задачі (3.1) не виконується одна з умов коректності 
постановки, а саме на сторонах 0x  та ax  , оскільки 
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 





 


bb

dyy
b

yady
0

2

0

2cos90 . 

 
Отже, спробуємо звести задачу Неймана для рівняння Пуассона (3.1) до задачі для 
рівняння Лапласа підстановкою 

),(),(),( yxyxVyxU  ,                                             (3.2) 
де ),( yxV  нова невідома функція, а ),( yx  – частинний розв’язок неоднорідного 
рівняння 

xyyyxx 18 ,                                                     (3.3) 
який вимагається підібрати таким чином, щоб після підстановки (3.2) відносно ),( yxV  
отримати коректно поставлену задачу Неймана для рівняння Лапласа. 
З огляду на вільний член рівняння (3.3) частинний розв’язок очевидно можна шукати у 
вигляді  

FEyDxCxyBxyyAxyx  33),( , 
де згідно з (3.3) 

31866  BABA , 
а інші коефіцієнти визначатимемо з урахуванням вимоги коректності постановки 
задачі Неймана для нової невідомої функції ),( yxV . 
Щоб отримати задачу для ),( yxV , підставимо (3.2) у вигляді 

FEyDxCxyBxyyAxyxVyxU  33),(),(                        (3.4) 
у рівняння та крайові умови задачі (3.1). Маємо: 

.313),(,31)0,(

;2cos93),(,0),0(

;1866

32333

2323

xECxxBbAxbxVxECxAxxV

y
b

yaDCyByyAayaVDCyByyV

xyBxyVAxyV

yy

xx

yyxx








  (3.5) 

Коректно поставлену задачу для рівняння Лапласа отримаємо за одночасного 
виконання рівностей 























 












,32cos9)(

;)331()31(

;3

0

322

0

3

0

233

0

33

bb

aa

dyDCyByyAay
b

yadyDCyBy

dxECxxBbAxxdxECxAxx

BA

 

або після спрощення з обчисленням інтегралу від косинуса 

.)39(0,30,3
0

22

0

2  
ba

dyyAayaxdxBbBA  
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Звідси 3A , 0B . Інші коефіцієнти у (3.4) не мають суттєвого значення, тому їх 
можна прирівняти до нуля, однак задля подальшого спрощення задачі (3.5) доцільно 
покласти 1E . 
Підклавши знайдені коефіцієнти у (3.4) і (3.5), можемо констатувати: підстановкою 

)13(),(),( 3  xyyxVyxU                                           (3.6) 
задача (3.1) зводиться до коректно поставленої задачі Неймана для рівняння Лапласа 
вигляду 

.0,0),()0,(

;0,2cos),(,0),0(

;0,0,0

axbxVxV

byy
b

yaVyV

byaxVV

yy

xx

yyxx










                              (3.7) 

Зауважимо, що крайові умови отриманої задачі (3.7) є узгодженими, а отже, для 
знаходження її розв’язку застосовний метод відокремлення змінних. Згідно з 
алгоритмом цього методу розв’язок шукаємо у вигляді добутку двох функцій 

0)()(),(  yYxXyxV .                                             (3.8) 
Підставивши (3.8) у рівняння і крайові умови задачі (3.7) та відокремивши змінні 
аналогічно до Прикладу 1.1, дістанемо рівняння (1.5) для функції )(xX  і задачу 
Штурма-Ліувілля з рівнянням (1.4) та крайовими умовами 

0)(,0)0(  bYY                                                  (3.9) 
для функції )(yY . 
Дослідивши ЗШЛ (1.4)-(3.9) згідно з алгоритмом розв’язання аналогічної задачі (1.4)-
(1.6) із Прикладу 1.1, отримаємо систему власних значень і власних функцій  










  ,0,cos)(,

2

ny
b
nyY

b
n

nn .                             (3.10) 

Підставивши знайдені власні значення в (1.5), отримаємо рівняння для визначення 
функцій )(xX  

,,0,0)()(
2







  nxX

b
nxX nn  

загальний розв’язок якого має різний вигляд для випадків 0n  та 0n : 
;)(0 000 BxAxXn   

,shch)(0 x
b
nBx

b
nAxXn nnn





  

де nA , nB ,  ,0n  – довільні сталі. 
Згідно з (3.8) функції 

00000 )()(),( BxAyYxXyxV  , 

N,,cosshch),( 








 




 ny
b
nx

b
nBx

b
nAyxV nnn  

є частинними розв’язками рівняння Лапласа, що справджують однорідні крайові 
умови з (3.7). Тоді загальний розв’язок рівняння Лапласа, що справджує однорідні 
крайові умови задачі (3.7), запишеться у вигляді лінійної комбінації частинних 
розв’язків 
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











 





1

00 cosshch),(
n

nn y
b
nx

b
nBx

b
nABxAyxV .              (3.11) 

Визначимо коефіцієнти ряду (3.11) таким чином, щоб він справджував і неоднорідні 
крайові умови задачі (3.7). Безпосередня підстановка (3.11) у згадані умови дає 

.2coscoschsh),(

,0cos),0(

1
0

1
0

y
b

y
b
n

b
naB

b
naA

b
nAyaV

y
b
nB

b
nAyV

n
nnx

n
nx











 




















           (3.12) 

Із першого рівняння системи (3.12) очевидно отримуємо 
N,0;00  nBA n .                                             (3.13) 

Тоді із другого рівняння системи (3.12) з урахуванням (3.13) і того факту, що вільний 
член у правій частині рівності є власною функцією (3.10) при 2n  (резонансний 
випадок), маємо 













  .2,2sh

2

},2{N\,0

1 n
b

ab
n

An  

Підставивши знайдені коефіцієнти у ряд (3.11), одержимо розв’язок задачі (3.7): 

y
b

x
bb

abByxV 


  2cos2ch2sh
2

),( 1
0 , 

де 0B  довільна стала (як відомо, розв’язок задачі Неймана на площині визначається з 
точністю до сталого доданка). А тоді шуканий розв’язок вихідної задачі (3.1) 
отримується згідно з формулою (3.6). 
Відповідь. 

constxyy
b

x
bb

abyxU 



  )31(2cos2ch2sh

2
),( 31 . 

 
Більше прикладів на розв’язування крайових задач для рівнянь еліптичного типу у 
прямокутних областях див. [2], стор. 144-155. 
 

2. Крайові задачі для круга та кільця. 
Метод відокремлення змінних 

 
Зауважимо, що методи інтегрування крайових задач для рівняння Лапласа у крузі, 
зовні круга та в кільці детально викладені в Циклі лекцій по темах розділу «Крайові 
задачі для рівнянь еліптичного типу» (див. [3], Тема 3). Тому на практичному занятті 
зосередимося на розв’язуванні крайових задач для рівняння Пуассона. 
 
Приклад 2.1. Зінтегрувати крайову задачу та дати її фізичну інтерпретацію: 

.20,4sin158),1(2),1(

,20,10,4sin2111),( 2















UU

UUUU
          (4.1) 

Розв’язання. Фізична інтерпретація: 
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а) Знайти положення рівноваги однорідної мембрани, яка має форму круга одиничного 
радіуса з центром у початку координат, і піддається  дії зовнішньої сили інтенсивності 

 4sin21Т , де Т – величина сили натягу, якщо край мембрани пружно закріплений 
за допомогою пружини з нежорстко зафіксованим краєм – або 
б) Знайти стаціонарний розподіл температури в однорідній пластинці, яка має форму 
круга одиничного радіуса з центром у початку координат, якщо всередині пластинки 
діють джерела тепла інтенсивності  4sin21k , де k – коефіцієнт внутрішньої 
теплопровідності, а на краї пластинки відбувається теплообмін із довкіллям змінної 
температури. 
Оскільки маємо внутрішню крайову задачу для круга, то в процесі знаходження її 
розв’язку окрім рівностей (3.1) необхідно враховувати додаткові умови: 
а) шуканий розв’язок буде неперервною функцією в замиканні заданої області за 
виконання умови неперервності в центрі круга, яку можна записати у вигляді границі 




|),(|lim
0

U ;                                                    (4.2) 

б) поставлена крайова задача матиме єдиний розв’язок ),( U  на полярній площині, 
якщо вільний член у рівнянні Пуассона і ),( U  будуть функціями, періодичними з 
періодом 2  за змінною   (зауважимо, що для вільного члена рівняння  4sin21  ця 
умова очевидно справджується), тобто для шуканої функції повинна виконуватися 
умова 

)2,(),(  UU .                                                 (4.3) 
Спробуємо звести задачу для рівняння Пуассона до простішої задачі для рівняння 
Лапласа за допомогою підстановки 

),(),(),(  VU ,                                             (4.4) 
де ),( V  – нова невідома функція, а ),(   деякий частинний розв’язок рівняння 
Пуассона 







  4sin2111),( 2 .                             (4.5) 

Виходячи з вигляду вільного члена рівняння (4.5), можна припустити існування 
частинного розв’язку вигляду 

 4sin),( 3A ,                                                   (4.6) 
де А – невідома стала. Підстановка (4.6) у (4.5) дає 

34sin214sin1614sin314sin6 3
2

2 





 AAAA , 

звідки  4sin3),( 3 . Для знайденого частинного розв’язку очевидно 
виконуються додаткові умови (4.2) і (4.3) – а отже, підстановка (4.4) набуде вигляду 

 4sin3),(),( 3VU .                                           (4.7) 
Запишемо крайову задачу для нової невідомої функції ),( V . Для цього підставимо 
функцію (4.7) у рівності (4.1): 

,4sin158]4sin3),1([24sin9),1(

,4sin21)4sin48(1)4sin9(14sin18 3
2

2















VV

VVV
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або після спрощення і врахування додаткових умов (4.2) та (4.3) 

,8),1(2),1(

,011),( 2















VV

VVVV
                                     (4.8) 

                                            


|),(|lim
0

V ,  )2,(),(  VV .                               (4.9) 

Оскільки крайова умова на межі круга не залежить від полярного кута, то можемо 
шукати розв’язок отриманої задачі (4.8)-(4.9) у вигляді )(),(  VV . У цьому 
випадку умова періодичності з (4.9) виконується автоматично, а сама задача 
спрощується до крайової задачі для звичайного диференціального рівняння другого 
порядку 

.8)1(2)1(,|)(|lim

,0)(1)(

0








VVV

VV
                                     (4.10) 

Рівняння з задачі (4.10) інтегрується шляхом виділення точної похідної: 


 1

1 )()(0])([0)()( CVCVVVV , 

звідки 
21 ln)( CCV  ,                                                (4.11) 

де 1C , 2C  довільні сталі. Зауважимо, що умова неперервності в центрі круга для 
функції (4.11) виконується, якщо покласти 01 C . Таким чином, 2)( CV  , і значення 
цієї сталої визначається з крайової умови на межі круга: 

482)1(2)1( 22  CCVV . 
Отже, розв’язком крайової задачі (4.10) є функція 4)( V . Підставивши це значення у 
формулу (4.7) замість ),( V , одержимо шуканий розв’язок внутрішньої задачі для 
круга (4.1) – (4.3). 
Відповідь.  4sin34),( 3U . 
 
Приклад 2.2. Знайти стаціонарний розподіл температури в однорідній пластинці з 
коефіцієнтом внутрішньої теплопровідності 1k , яка має форму кільця, обмеженого 
колами 2/1  та 1 , якщо всередині пластинки діють джерела тепла інтенсивності 

2sin48 , зовнішній край пластинки підтримується при сталій температурі 1, а на 
внутрішньому краї відбувається теплообмін із довкіллям нульової температури, 
причому коефіцієнт зовнішньої теплопровідності рівний 4 . 
Розв’язання. Математична модель задачі: у класі функцій )()( 2

1
2

2 DD CC  , де 2D – 

внутрішність, а 2D = }20,15,0),({   замикання заданого кільця, знайти 
розв’язок рівняння Пуассона 







  2sin4811),( 2 UUUU ,                             (5.1) 

який на межах кільця 2D  справджує крайові умови 
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     20,1),1(,0,4, 2
1

2
1 UUU .                             (5.2) 

З огляду на особливості розглядуваної області й полярної площини загалом окрім 
крайових умов (5.2) слід враховувати також умову періодичності (4.3). 
Підібрати частинний розв’язок для рівняння (5.1) значно важче, ніж це вийшло у 
Прикладі 2.1, тому застосуємо загальний метод інтегрування крайових задач для 
рівняння Пуассона в крузі, зовні круга чи в кільці: розв’язок задачі (5.1)-(5.2)-(4.3) 
будемо шукати у вигляді ряду по системі знайдених при дослідженні задачі Діріхле 
для круга (див. [3], Тема 3) власних функцій відповідної задачі для рівняння Лапласа 







1

0 ]sin)(cos)([)(),(
n

nn nYnXXU ,                            (5.3) 

який очевидно справджує умову періодичності (4.3). Невідомі коефіцієнти визначимо 
шляхом безпосередньої підстановки ряду (5.3) у рівняння Пуассона (5.1) та крайові 
умови (5.2). 
Задля зручності запишемо рівняння (5.1) у вигляді 

  2sin48 22 UUU . 
Підставивши в останню рівність замість ),( U  ряд (5.3), після групування подібних 
доданків одержимо 

.2sin48sin)]()()([

cos)]()()([)()(

2

1

22

1

22
00

2
















n
nnn

n
nnn

nYnYY

nXnXXXX

              (5.4) 

Підстановка (5.3) у крайові умови (5.2) дає 

           

.1sin)1(cos)1()1(

,0sin]4[cos]4[4

11
0

1
2
1

2
1

1
2
1

2
1

2
1

02
1

0
























n
n

n
n

n
nn

n
nn

nYnXX

nYYnXXXX

    (5.5) 

Оскільки у правих частинах рівностей (5.4)-(5.5) фігурують лише власні функції з 
точністю до множників, незалежних від полярного кута (маємо резонансний випадок), 
то шляхом безпосереднього прирівнювання виразів при однакових власних функціях 
для шуканих коефіцієнтів ряду (5.3) одержуємо наступні співвідношення: 

    ;1)1(,04,0)()( 02
1

02
1

000
2  XXXXX                      (5.6) 

    N;,0)1(,04,0)()()( 2
1

2
122  nXXXXnXX nnnnnn    (5.7) 

    .N,0)1(,04

;2,0
,2,48)()()(

2
1

2
1

2
22











nYYY

n
nYnYY

nnn

nnn
                            (5.8) 

 
Дослідимо отримані крайові задачі (5.6) – (5.8). 
1. Рівняння задачі (5.6) інтегрується шляхом виділення точної похідної: 
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
 0

000000 )()(0])([0)()( AXAXXХХ , 

звідки 
000 ln)( BAХ  ,                                                   (5.9) 

де 0A , 0B  довільні сталі, значення яких знаходимо безпосередньою підстановкою (5.9) 
у крайові умови задачі (5.6): 

     
.

2ln81
8

1)1(

,0ln4
2

4
0

00

02
1

0
0

2
1

02
1

0













A

BX

BAAXX
 

Тоді на підставі (5.9) розв’язок крайової задачі (5.6) рівний 

1
2ln81

ln8)(0 



Х . 

2. У задачах (5.7) усі рівняння та крайові умови є однорідними, тому жодна з цих задач 
не матиме нетривіального розв’язку, а отже, можемо констатувати, що 

N0)(  nX n . 
3. У задачах (5.8) усі крайові умови також є однорідними, натомість одне з рівнянь 
(при 2n ) є неоднорідним. Тому за аналогією з попереднім випадком можемо 
констатувати, що 

}2{N\0)(  nYn , 
а функцію )(2 Y  слід знайти окремо як розв’язок крайової задачі 

,48)(4)()( 2
222

2  YYY                                     (5.10) 
                                                 .0)1(,04 22

1
22

1
2  YYY                                               (5.11) 

Рівняння (5.10) є рівнянням Ейлера, яке зводиться до лінійного рівняння зі сталими 
коефіцієнтами заміною незалежної змінної te ,  lnt . Отже, маємо 

)(e)( 22 tYY t   ,  )]()([e)( 22
2

2 tYtYY t   ,   
і таким чином після вказаної підстановки рівність (5.10) набуде вигляду 

ttttt tYtYtYtY 2
2222

22 e48)(4)(ee)]()([ee   , 
або після спрощення 

ttYtY 2
22 e48)(4)(  .                                              (5.12) 

Загальний розв’язок отриманого лінійного неоднорідного рівняння зі сталими 
коефіцієнтами рівний сумі загального розв’язку )(..2 tY оз  відповідного однорідного 
рівняння та деякого частинного розв’язку )(..2 tY нч  неоднорідного рівняння (5.10). 
Згідно з методом Ейлера отримуємо  

tt
з.о. BAtY 2

2
2

22 ee)(  , 
де 2A , 2B  довільні сталі. Частинний розв’язок рівняння (5.12) згідно з правилами 
методу невизначених коефіцієнтів будемо шукати у вигляді t

ч.н. CttY 2
2 e)(  , constC  . 

Тоді )12(e)( 2
2  tCtY t

ч.н. , )44(e)( 2
2  tCtY t

ч.н. , і після підстановки у (5.12) маємо 
12e48e4)44(e 222  CCttC ttt , 

а тому t
ч.н. ttY 2

2 e12)(   і загальний розв’язок рівняння (5.12) запишеться як 
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ttt tBAtY 22
2

2
22 e12ee)(   . 

Звідси після зворотної заміни  lnt  отримуємо загальний розв’язок рівняння Ейлера 
(5.10) 

22
2

2
22 ln12)(  BAY ,                                     (5.13) 

тоді )ln21(1222)( 3
222  BAY . Значення сталих 2A , 2B  обчислюємо 

шляхом безпосередньої підстановки (5.13) у крайові умови (5.11): 

   






























 

,
16
3

,
16
3

0)1(

,0ln34
4

4)ln21(6164

2

2

222

2
1

2
2

2
1

222
1

22
1

2

A

B

BAY

BABAYY
 

звідки згідно з (5.13) отримуємо розв’язок крайової задачі (5.10)-(5.11) 

  ln12)(
16
3)( 222

2Y . 

 
На підставі проведеного дослідження можемо констатувати, що ряд (5.3) для шуканого 
розв’язку крайової задачі (5.1)-(5.2)-(4.3) після вилучення нульових коефіцієнтів 
спроститься до вигляду  

 2sin)()(),( 20 YXU . 
Остаточний результат отримаємо, підклавши в останню формулу знайдені функції 

)(0 Х  та )(2 Y . 

Відповідь. 



 




  2sinln12)(
16
3

2ln81
ln81),( 222U . 

 
Приклад 2.3. Визначити, за якого значення сталої А є коректно поставленою задача 
Неймана для круга 

.20,sin4),1(

,20,10,0),(
2 



 AU

U
                                    (6.1) 

Дати фізичну інтерпретацію отриманої задачі та знайти її розв’язок. 
Розв’язання. Маємо внутрішню задачу Неймана для рівняння Лапласа, яка буде 
коректно поставленою за виконання умови стаціонарності теплового поля для круга 
(див. [3], Тема 5) у вигляді 

0)sin4(
2

0

2 


dA . 

Звідси 2A . Після підстановки цього значення в (6.1) і врахування тотожності 
 2cos22sin4 2  для розв’язування отримуємо задачу 

.20,2cos2),1(

,20,10,011),( 2















U

UUUU
           (6.2) 

Фізична інтерпретація [один із можливих варіантів для задачі (6.2)]: 
Усередині нескінченного кругового циліндра одиничного радіуса відбувається рух 
нестисливої рідини. Вважаючи рух сталим, потенціальним і плоскопаралельним, 
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знайти закон цього руху, якщо проекція швидкості v  на зовнішню нормаль n  
циліндра в кожній його точці задається формулою:  2cos2пр vn


 . 

Оскільки маємо внутрішню крайову задачу для круга, то, як і в Прикладі 2.1, у процесі 
знаходження її розв’язку окрім рівностей (6.2) необхідно враховувати додатково умову 
неперервності в центрі круга (4.2), а також умову періодичності (4.3). 
Для побудови розв’язку задачі (6.2)-(4.2)-(4.3) застосуємо метод відокремлення 
змінних (метод Фур’є). Згідно з алгоритмом цього методу розв’язок слід шукати у 
вигляді добутку двох функцій 

0)()(),(  ФXU ,                                               (6.3) 
кожна з яких знаходиться окремо з урахуванням рівностей (6.2) та додаткових умов 
(4.2)-(4.3). Підставивши (6.3) у рівняння Лапласа з (6.2), одержимо: 

0)()(1)()(1)()( 2 





 ФХФХФХ , 

або 
0)()()()()()(2  ФХФХФХ . 

Відокремивши змінні шляхом ділення лівої та правої частин останньої рівності на 
величину 0)()(  ФX , маємо 

0
)(
)(

)(
)()(2









Ф
Ф

Х
ХХ , 

звідки випливає, що 

const
Ф
Ф

Х
ХХ











)(
)(

)(
)()(2

, 

а отже, 
;0)(,0)()()(2  ХХХХ                                (6.4) 

0)(,0)()(  ФФФ .                                        (6.5) 
Згідно з (4.3) для функції )(Ф  повинна виконуватися умова періодичності 

)2()(  ФФ .                                                  (6.6) 
Після знаходження нетривіальних розв’язків задачі (6.5)-(6.6) та інтегрування рівняння 
(6.4) згідно з алгоритмом, детально викладеним у Циклі лекцій по темах розділу 
«Крайові задачі для рівнянь еліптичного типу» (див. [3], Тема 3), отримуємо загальний 
розв’язок рівняння Лапласа, що справджує умову періодичності (4.3), у вигляді ряду 






 
1

0
0 ]sin)(cos)[(ln

2
),(

n

n
n

n
n

n
n

n
n nDBnCABAU .     (6.7) 

Зауважимо, що умова (4.2) неперервності в центрі круга для ряду (6.7) виконується, 
якщо покласти 00 B ; 0 nn DC , Nn . Таким чином, розв’язок рівняння Лапласа з 
урахуванням умов (4.2) та (4.3) запишеться у вигляді 







1

0 )sincos(
2

),(
n

nn
n nBnAAU .                            (6.8) 

Визначимо коефіцієнти ряду (6.8) таким чином, щоб він справджував крайову умову 
на межі круга з (6.2). Безпосередня підстановка (6.8) у згадану умову дає 
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 



 2cos2)sincos(),1(

1n
nn nBnAnU .                         (6.9) 

Рівність (6.9) очевидно виконується, якщо покласти 

.N,0
;2,1

},2{N\,0









 nB
n

n
A nn  

Підклавши знайдені коефіцієнти у (6.8), отримаємо шуканий розв’язок задачі Неймана 
(6.2) 

 2cos
2

),( 20AU , 

де 0A  довільна стала (як відомо, розв’язок задачі Неймана на площині визначається з 
точністю до сталого доданка). 
Відповідь. Задача Неймана (6.1) коректно поставлена при значенні 2A ; у цьому 
випадку розв’язок рівний constU  2cos),( 2 . 
 

3. Крайові задачі для кругового сектора та криволінійного 
прямокутника. Метод відокремлення змінних 

 
Зауважимо, що методи інтегрування крайових задач для рівняння Лапласа у круговому 
та кільцевому секторах за однорідних крайових умов на прямолінійних краях детально 
викладені в Циклі лекцій по темах розділу «Крайові задачі для рівнянь еліптичного 
типу» (див. [3], Тема 4). Тому на практичному занятті зосередимося на розв’язуванні 
задач складніших типів. 
 
Приклад 3.1. Зінтегрувати крайову задачу та дати її фізичну інтерпретацію: 

.0,0
2

,
2

,,0)0,()0,(

;
2

0,0),(

;
2

0,0,sincos11),( 2

RUUUU

RU

RUUUU







 







 


















          (7.1) 

Розв’язання. Фізична інтерпретація: 
а) Знайти положення рівноваги однорідної мембрани, яка має форму сектора, що 
відповідає центральному куту 90˚ круга радіуса R із центром у початку координат, і 
піддається дії зовнішньої сили інтенсивності )cos(sin  Т , де Т – величина сили 
натягу, якщо криволінійний край мембрани нерухомо закріплений, а інші краї пружно 
закріплені за допомогою пружин із жорстко зафіксованим краєм – або 
б) Знайти стаціонарний розподіл температури в однорідній пластинці, яка має форму 
сектора, що відповідає центральному куту 90˚ круга радіуса R  із центром у початку 
координат, якщо всередині пластинки діють джерела тепла інтенсивності 

)cos(sin  k , де k – коефіцієнт внутрішньої теплопровідності, криволінійний край 
пластинки підтримується при нульовій температурі, а на інших краях відбувається 
теплообмін із довкіллям нульової температури. 
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Оскільки маємо крайову задачу для кругового сектора, то в процесі знаходження її 
розв’язку окрім рівностей (7.1) необхідно враховувати додатково умову неперервності 
в центрі круга (4.2). 
Для інтегрування задачі (7.1)-(4.2) застосуємо загальну схему методу Фур’є у випадку 
крайових задач для рівняння Пуассона за однорідних крайових умов на прямолінійних 
краях кругового сектора: будемо шукати розв’язок у вигляді ряду 

 
n

nn ФXU )()(),( ,                                             (7.2) 

де )(nФ  – власні функції ЗШЛ, що отримується з відповідної однорідної задачі для 
рівняння Лапласа 

,011),( 2 





  VVVV                                      (7.3) 

із крайовими умовами 

,0
2

,
2

,,0)0,()0,( 





 







 
  VVVV                              (7.4) 

а )(nX  – невідомі коефіцієнти, які визначають шляхом безпосередньої підстановки 
ряду (7.2) у рівняння задачі (7.1) з урахуванням крайової умови на дузі R  та умови 
неперервності (4.2). 
Для знаходження власних функцій )(nФ  застосуємо до задачі (7.3)-(7.4) метод 
відокремлення змінних (метод Фур’є). Згідно з алгоритмом цього методу ),( V  слід 
шукати у вигляді добутку двох функцій 

0)()(),(  ФQV ,                                               (7.5) 
де )(Q  допоміжна функція, знаходити яку не вимагається. Підставивши (7.5) у 
рівняння (7.3), одержимо: 

0)()(1)()(1)()( 2 





 ФQФQФQ , 

або 
0)()()()()()(2  ФQФQФQ . 

Відокремивши змінні шляхом ділення лівої та правої частин останньої рівності на 
величину 0)()(  ФQ , маємо 

0
)(
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)(
)()(2









Ф
Ф

Q
QQ , 

звідки випливає, що 

const
Ф
Ф

Q
QQ











)(
)(

)(
)()(2

, 

а отже, для функції )(Ф  отримуємо рівняння з параметром (6.5). 
Підстановка (7.5) у крайові умови (7.4) дає 
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)(,0)0()()0()( 





 






  ФQФQФQФQ  

звідки, враховуючи, що згідно з (7.5) 0)( Q , дістанемо крайові умови для функції 
)(Ф  
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.0
22

,0)0()0( 





 






  ФФФФ                                     (7.6) 

 
Дослідимо задачу Штурма-Ліувілля (6.5)-(7.6). Як відомо, для повного дослідження 
необхідно розглянути три випадки. 
1. Нехай .0  Тоді загальний розв’язок рівняння (6.5) запишеться у вигляді 

.ee)( 21
  CCФ  Підставивши цей розв’язок у крайові умови (7.6), одержимо: 
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Детермінант цієї системи 0sh2ch22 22   , оскільки .0  Отже, 
,021 CC  а тому 0)( Ф  і у випадку 0  власних значень не існує. 

2. Нехай .0  Тоді 43)( CCФ   і з крайових умов (7.6) одержимо: 













,0
2

;0

433
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звідки ,043 CC  а тому 0)( Ф  і 0  не є власним значенням. 
3. При 0  загальний розв’язок рівняння (6.5) запишеться у вигляді 

.sincos)( 65  CCФ  Із крайових умов (7.6) одержимо: 
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звідки 

 








 .0sin)1(cos2

;

226

65

C

CC
 

Отже, нетривіальний розв’язок задачі (6.5)-(7.6) існує тільки для тих значень 
параметра λ, які є розв’язками трансцендентного рівняння 

0sin)1(cos2 22   .                                    (7.7) 
Останнє рівняння має безліч коренів (це можна легко показати графічно), які не 
знаходяться в явному вигляді. Введемо задля зручності позначення nn  , де n , 

Nn  – множина від’ємних коренів рівняння (7.7). Тоді, взявши для визначеності 
16 C , одержимо систему власних значень і власних функцій ЗШЛ (6.5)-(7.6): 

N,sincos)(,2  nФ nnnnnn .                        (7.8) 
 

Отже, тепер ряд (7.2) для розв’язку задачі (7.1)-(4.2) можна записати у вигляді 







1
)sincos()(),(

n
nnnnXU .                               (7.9) 
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Для визначення коефіцієнтів )(nX  підставимо ряд (7.9) у рівняння та першу крайову 
умову задачі (7.1). Маємо: 
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nn XXXU ; 

0)sincos()(),(
1

 


n
nnnn RXRU . 

Зауважимо, що 1 p , де р – цілком визначене натуральне число, очевидно є 
коренем трансцендентного рівняння (7.7), якому відповідає власна функція (7.8) при 
значенні 1 pp , тобто 

 sincos)(pФ , 
а отже, вільний член у рівнянні Пуассона входить у множину власних функцій (7.8) 
ЗШЛ (6.5)-(7.6), тобто маємо резонансний випадок. Таким чином, з урахуванням 
умови неперервності (4.2) для знаходження коефіцієнтів )(nX  отримуємо крайові 
задачі 
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XXX

nn

n
n

nn
                              (7.10) 

У задачах (5.8) усі крайові умови також є однорідними, натомість одне з рівнянь (при 
pn  ) є неоднорідним. Тому можемо констатувати, що 

}{N\0)( pnX n  , 
а функцію )(pX , якій відповідає значення 1 p , слід знайти окремо як розв’язок 
крайової задачі 

,)()()( 22  ppp XXX                                      (7.11) 
                                             .0)(,|)(|lim

0



RXX pp                                            (7.12) 

Інтегруючи рівняння Ейлера (7.11) аналогічно до рівняння (5.10) у Прикладі 2.2, 
отримуємо його загальний розв’язок 

3
)(

2
1 
 

ppp BAX , 

де pA , pB  довільні сталі, що визначаються з додаткових умов (7.12). Так, з умови 
неперервності випливає 0pB , а крайова умова при R  дає значення другого 
коефіцієнта: 

3
0

3

2 RARRA pp  . 

Таким чином, розв’язок задачі (7.11)-(7.12) рівний 

3
)(

2 


RX p . 
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На підставі одержаних результатів можемо констатувати, що ряд (7.9) для шуканого 
розв’язку крайової задачі (7.1)-(4.2) після вилучення нульових коефіцієнтів 
спроститься до вигляду  

)sin(cos)(),(  pXU . 
Остаточну відповідь отримаємо, підклавши в останню формулу знайдену функцію 

)(pХ . 

Відповідь. )sin(cos
3

),(
2





RU . 

 
Приклад 3.2. Знайти положення рівноваги однорідної мембрани, яка має форму 
криволінійного прямокутника, що відповідає центральному куту 45˚ кільця, 
обмеженого колами радіусів 2/1R  та 11 R  із центрами в початку координат, якщо  
відхилення краю мембрани 1  рівне  2cos6)( , край 0  вільний, а на краї 

2/1  та 4
  діють сили відповідно )8cos32(cos)(1  Т  та 2

2 2)(  Т , де Т 
– величина сили натягу. 
Розв’язання. Математична модель задачі: у класі функцій )()( 4

1
4

2 DD CC  , де 4D – 

внутрішність, а 4D = }0,1),({ 42
1   замикання заданого кільцевого 

сектора, знайти розв’язок рівняння Лапласа 

011),( 2 





  UUUU ,                                (8.1) 

який на межах області 4D  справджує крайові умови 
 

.1,2),(,0)0,(

;0,2cos6),1(,2cos8cos3,

2
12

4

42
1











UU

UU
               (8.2) 

Крайові умови на прямолінійних краях неоднорідні, тому для застосування методу 
Фур’є слід попередньо звести ці умови до однорідних підстановкою 

),(),(),(  VU ,                                            (8.3) 
де ),( V  – нова невідома функція, а ),(   – допоміжна функція, що справджує 
неоднорідні крайові умови на прямолінійних краях 

.2),(,0)0,( 2
4  

                                           (8.4) 
Допоміжну функцію будемо шукати в «періодичному» вигляді 

 sin)(cos)(),( ba ,                                       (8.5) 
де коефіцієнти )(a , )(b  і константа 0  визначаються шляхом безпосередньої 
підстановки виразу (8.5) у крайові умови (8.4). Отже, маємо 

.2sin)(2]sin)(cos)([),(

;0)(0)()0,(
2

4
2

444 








aab

bb
 

Остання рівність виконується, якщо покласти, наприклад, 2 , 2)( a . Тоді на 
підставі (8.5) отримуємо допоміжну функцію 

 2cos),( 2 , 
і підстановка (8.3) набуває вигляду 
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 2cos),(),( 2VU .                                           (8.6) 
Щоб отримати крайову задачу для нової невідомої функції ),( V , введемо 
підстановку (8.6) у рівняння (8.1) та крайові умови (8.2). Маємо 

;0)2cos4(1)2cos2(12cos2 2
2 





  VVV  

 
,22),(,0)0,(

,2cos62cos),1(,2cos8cos32cos,
22

4

2
1










VV

VV
 

або після спрощення 

,),(,011),( 42 D





  VVVV                                 (8.7) 

 
.1,0),(,0)0,(

;0,6),1(,8cos3,

2
1

4

42
1











VV

VV
                                             (8.8) 

Крайові умови задачі (8.7)-(8.8) є узгодженими, отже, до неї застосовний метод Фур’є. 
Згідно з алгоритмом цього методу розв’язок слід шукати у вигляді добутку двох 
функцій 

0)()(),(  ФXV ,                                              (8.9) 
кожна з яких знаходиться окремо з урахуванням рівняння (8.7) та крайових умов (8.8). 
Підставивши (8.9) у рівняння Лапласа (8.7), одержимо: 

0)()(1)()(1)()( 2 





 ФХФХФХ , 

або 
0)()()()()()(2  ФХФХФХ . 

Відокремивши змінні шляхом ділення лівої та правої частин останньої рівності на 
величину 0)()(  ФX , маємо 

0
)(
)(

)(
)()(2









Ф
Ф

Х
ХХ . 

Одержана рівність виконується для всіх 4),( D  тільки тоді, коли 

const
Ф
Ф

Х
ХХ











)(
)(

)(
)()(2

, 

а отже, для функцій )(X  та )(Ф  отримуємо рівняння з параметром (6.4) та (6.5) 
відповідно. 
Підставивши (8.9) в однорідні крайові умови з (8.8), одержимо 

,0)()(,0)0()( 4  ФXФX  
звідки, враховуючи, що 0)( X , маємо 

.0)(,0)0( 4  ФФ                                                   (8.10) 
Дослідивши ЗШЛ (6.5)-(8.10) згідно з алгоритмом розв’язання аналогічних задач (1.4)-
(1.6) із Прикладу 1.1 та (1.4)-(3.9) із Прикладу 1.3, отримаємо систему власних значень 
і власних функцій  
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 ,0,4cos)(,16 2 nnФn nn .                             (8.11) 
Підставивши знайдені власні значення в (6.4), дістанемо рівняння для визначення 
функцій )(X  Підставивши знайдені власні значення у (3.8), отримаємо рівняння для 
визначення функцій )(X , яке матиме різний вигляд для випадків 0  та 0 : 

,0)()( 00
2  ХХ                                                (8.12) 

.N,0)(16)()( 22  nХnХХ nnn                               (8.13) 
Рівняння (8.12) інтегрується шляхом виділення точної похідної: 


 0

000000 )()(0])([0)()( AXAXXХХ , 

звідки 
000 ln)( BAХ  , 

де 0A , 0B  довільні сталі. 
Рівняння (8.13) є рівнянням Ейлера, яке зводиться до лінійного рівняння зі сталими 
коефіцієнтами заміною незалежної змінної te ,  lnt . Отже, маємо 

)(e)( tXX n
t

n   ,  )]()([e)( 2 tXtXX nn
t

n   ,   
і таким чином після вказаної підстановки рівність (8.13) набуде вигляду 

0)(16)(ee)]()([ee 222   tXntXtXtX nn
tt

nn
tt , 

або після спрощення 
0)(16)( 2  tXntX nn . 

Загальний розв’язок отриманого лінійного рівняння зі сталими коефіцієнтами рівний 
nt

n
nt

nn BAtX 44 ee)(  , 
а отже, загальний розв’язок рівняння Ейлера (8.13) має вигляд 

N,)( 44   nBAX n
n

n
nn , 

де nA , nB  довільні сталі. 
Згідно з (8.9) функції 

00000 ln)()(),( BAФXV  , 
  N,,4cos),( 44   nnBAV n

n
n

nn  
є частинними розв’язками рівняння Лапласа (8.7), що справджують однорідні крайові 
умови з (8.8). Тоді загальний розв’язок рівняння Лапласа (8.7), що справджує 
однорідні крайові умови з (8.8), запишеться у вигляді лінійної комбінації частинних 
розв’язків 

 




 
1

44
00 4cosln),(

n

n
n

n
n nBABAV .                       (8.14) 

Визначимо коефіцієнти ряду (8.14) таким чином, щоб він справджував і неоднорідні 
крайові умови з (8.8). Безпосередня підстановка (8.14) у згадані умови дає 

   

    .64cos,1

,8cos34cos2242,

1
0

1

1441
02

1

















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nn

n

n
n

n
n

nBABV

nBAnAV

             (8.15) 
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Оскільки у правих частинах рівностей (8.15) фігурують лише власні функції (8.11) з 
точністю до числових коефіцієнтів (маємо резонансний випадок), то шляхом 
безпосереднього прирівнювання виразів при однакових власних функціях для шуканих 
коефіцієнтів ряду (8.14) одержуємо співвідношення: 

;6,0 00  BA  

 




















.2,3
},2{N\,0

224

N,,0

1441

n
n

BAn

nBA

n
n

n
n

nn

 

З останньої системи маємо ,0 nn BA  }2{N\n , а у випадку 2n  знаходимо 

.
65537

48,
65537

48

8
3512

128

,0
222

22











BA

BA
BA

n
 

Підставивши знайдені коефіцієнти у ряд (8.14), дістанемо розв’язок крайової задачі 
(8.7)-(8.8) 

    8cos
65537

486),( 88V . 

Тоді шуканий розв’язок задачі (8.1)-(8.2) отримується на підставі формули (8.6). 

Відповідь.     2cos8cos
65537

486),( 288U . 

 
Більше прикладів на розв’язування крайових задач для рівнянь еліптичного типу у 
кругових областях див. [2], стор. 157-163. 
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