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1 Метричнi простори
Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Нерiвностi Кошi-Буняковського, Кошi-Гельдера, Мiнковського.

2. Означення метрики, метричного простору.

3. Приклади метричних просторiв.

4. Збiжнiсть i фундаментальнiсть у метричних просторах. Повнота
метричного простору.

5. Топологiя в метричному просторi(внутрiшнi, межовi, граничнi, iзо-
льованi та точки дотику). Замикання множини. Вiдкритi i замкненi
множини у метричних просторах.

6. Компактнiсть у метричних просторах. Критерiї компактностi.

7. Цiлком обмеженi множини в метричних просторах. Критерiй ком-
пактностi Хаусдорфа.

8. Компактнiсть у просторi C[a,b]. Теорема Арцела.

9. Оператор стиску, його властивостi.

10. Нерухома точка стискаючого вiдображення(оператора стиску). Те-
орема Банаха.

11. Застосування методу послiдовних наближень до розв’язування ал-
гебраїчних, диференцiальних, iнтегральних рiвнянь.

12. Зв’язок мiж точнiстю наближення до розв’язку рiвняння та кiль-
кiстю iтерацiй.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn – довiльнi комплекснi числа, тодi для

будь-яких p, q ∈ R таких, що p > 1, q > 1 та
1

p
+

1

q
= 1 має мiсце

нерiвнiсть Кошi-Гельдера:

n∑

k=1

|ak · bk| ≤
(

n∑

k=1

|ak|p
)1

p

·
(

n∑

k=1

|bk|q
)1

q

.
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Для дiйснозначних функцiй f(x) та g(x), визначених на [a, b] нерiвнiсть
Кошi-Гельдера має вигляд:

b∫

a

|f(x)g(x)| dx ≤



b∫

a

|f(x)|p dx




1
p

·



b∫

a

|g(x)|q dx




1
q

.

Як частковий випадок, коли p = q = 2 нерiвнiсть Кошi-Гельдера
носить назву Кошi-Буняковського.

Нехай a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn – довiльнi комплекснi числа такi, що
n∑

k=1
|ak + bk| > 0, тодi для довiльного p ∈ R такого, що p > 1 має мiсце

нерiвнiсть Мiнковського:

(
n∑

k=1

|ak + bk|p
)1

p

≤
(

n∑

k=1

|ak|p
)1

p

+

(
n∑

k=1

|bk|p
)1

p

.

Для дiйснозначних функцiй f(x) та g(x), визначених на [a, b] нерiвнiсть
Мiнковського має вигляд:




b∫

a

|f(x) + g(x)|p dx




1
p

≤



b∫

a

|f(x)|p dx




1
p

+




b∫

a

|g(x)|p dx




1
p

.

Метричним простором (X, ρ) називається множина елементiв до-
вiльної природи, на якiй введена метрика ρ – функцiя двох змiнних,
визначена на множинi X × X, що задовольняє таким умовам(аксiомам
метрики):

1. (∀x, y ∈ X) ρ (x, y) ≥ 0, причому ρ (x, y) = 0 ⇔ x = y;

2. (∀x, y ∈ X) ρ (x, y) = ρ (y, x)(умова симетричностi);

3. (∀x, y, z ∈ X) ρ (x, y) ≤ ρ (x, z) + ρ (z, y) (нерiвнiсть трикутника).

Найпростiшими прикладами метричних просторiв є:

1. Множина дiйсних чисел R з метрикою ρ (x, y) = |x− y| ; x, y ∈ R.

2. Простiр n-вимiрних векторiв Rn з метрикою ρ (x, y) =

√
n∑

k=1
|xk − yk|2,

xk, yk ∈ R, x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn).
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2
′
. Аналогiчний метричний простiр iз n-вимiрних векторiв визначає-

ться метрикою ρ1 (x, y) =
n∑

k=1
|xk − yk| . Позначається цей простiр

(Rn
1 , ρ1) .

2
′′
. Якщо у просторi Rn ввести метрику ρ0(x, y) = max

1≤k≤n
|yk − xk| , тодi

отримаємо метричний простiр (Rn
0 , ρ0) .

2
′′′
. Якщо у просторi Rn ввести метрику ρp(x, y) =

(
n∑

k=1
|yk − xk|p

)1
p

,

де p ≥ 1 – будь-яке фiксоване число, тодi маємо метричний простiр(
Rn

p , ρp

)
.

3. Множина послiдовностей lp = {x = (x1, x2, ...) , xk ∈ R, k = 1, 2, . . .} ,

для яких виконується умова
∞∑

k=1
|xk|p < ∞ з метрикою ρ (x, y) =

p

√
∞∑

k=1
|xk − yk|p, де p ≥ 1 – будь-яке фiксоване число.

4. Множина функцiй Lp [a, b] , для яких виконується умова
∫ b

a |x (t)|p dt <

∞ з метрикою ρ (x, y) = p

√∫ b

a |x (t)− y (t)|p dt;

5. Множина функцiй C[a,b],неперервних на сегментi [a, b] , з метрикою
ρ (x, y) = sup

t∈[a,b]
|x (t)− y (t)| .

Зауважимо, що на кожнiй iз цих множин метрику можна ввести не
єдиним способом. Та якщо конкретний вигляд метрики не вказано, вва-
жається, що метрика задана стандартно – як наведено вище.

1.1 Збiжнiсть у метричних просторах. Вiдкритi i за-
мкненi множини у метричних просторах. Ком-
пактнiсть множини

Теоретичнi вiдомостi

Послiдовнiсть {xn} ⊂ X називається збiжною до елемента a ∈ X,
якщо виконується умова (∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n > nε) : ρ (xn, a) < ε, тоб-
то lim

n→∞
ρ(xn, a) = 0. Таку збiжнiсть будемо називати збiжнiстю за мет-

рикою ρ = ρ(x, y).
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Послiдовнiсть {xn} ⊂ X називається фундаментальною, якщо

(∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n,m > nε) : ρ (xn, xm) < ε.

Iнодi умову фундаментальностi формулюють дещо iнакше:

(∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n > nε) (∀p ∈ N) : ρ (xn, xn+p) < ε.

Зауважимо, що зi збiжностi послiдовностi випливає її фундаменталь-
нiсть, але зворотне твердження, взагалi кажучи, несправедливе.

Якщо у метричному просторi будь-яка фундаментальна послiдовнiсть
є збiжною, тодi кажуть, що цей метричний простiр є повним.

Вiдкритим ε-околом точки x0 (позначається Uε (x0)) називається та-
ка множина елементiв x iз метричного простору (X, ρ) , для яких вико-
нується умова ρ (x, x0) < ε.

Аналогiчно замкненим ε-околом точки x0 (позначається Uε [x0]) на-
зивається така множина елементiв x iз метричного простору, для яких
виконується умова ρ (x, x0) ≤ ε.

Вiдкритим проколотим ε-околом точки x0 називається така мно-
жина

◦
U ε(x0) елементiв x iз метричного простору, для яких виконується

умова 0 < ρ (x, x0) < ε, тобто де x 6= x0.
Точка x0 з метричного простору X називається внутрiшньою то-

чкою множини M ⊂ X, якщо iснує такий вiдкритий ε-окiл точки x0
Uε(x0), що належить данiй множинi M. При цьому множина M метри-
чного простору називається вiдкритою, якщо всi її точки є внутрiшнiми.

Точка x0 з метричного простору X називається точкою дотику мно-
жини M ⊂ X, якщо будь-який вiдкритий ε-окiл точки x0 має з даною
множиною непорожнiй перетин: Uε(x0)∩M 6= ∅. При цьому замиканням
множини M називається об’єднання всiх її точок дотику; а сама множи-
на називається замкненою, якщо вона спiвпадає зi своїм замиканням.
Замикання множини M позначається [M ] .

Точка x0 з метричного простору X називається граничною точкою
множини M, якщо будь-який вiдкритий проколотий ε-окiл точки x0 має
з даною множиною непорожнiй перетин:

◦
U ε(x0) ∩M 6= ∅.

Вiдмiтимо, що останнє означення може бути сформульоване й iншим
чином: точка x0 називається граничною точкою множини M, якщо у
данiй множинi iснує нестацiонарна послiдовнiсть, збiжна до елемента x0.

Точка x0 називається iзольованою точкою множини M, M ⊂ X, якщо
iснує такий вiдкритий ε-окiл точки x0, який у перетинi з даною множи-
ною дає єдину точку x0, тобто Uε(x0) ∩M = {x0} .

6



Точка x0 з метричного простору X називається межовою точкою
множини M, M ⊂ X, якщо будь-який вiдкритий ε-окiл точки x0 мiстить
як точки, що належать данiй множинi, так i точки, що їй не належать.

Множина M iз метричного простору X називається передкомпактною
(вiдносно компактною), якщо iз будь-якої обмеженої її пiдмножини мо-
жна видiлити фундаментальну послiдовнiсть.

Множина M iз метричного простору X називається компактною,
якщо iз будь-якої обмеженої її пiдмножини можна видiлити збiжну по-
слiдовнiсть.

Для того, щоб сформулювати критерiй компактностi Хаусдорфа, не-
обхiдне наступне означення: множина B називається ε-сiткою для мно-
жини M , якщо (∀x ∈ M) (∃y ∈ B) : ρ (x, y) < ε.

Критерiй компактностi Хаусдорфа. Для того, щоб множина M була
компактною, необхiдно i досить, щоб для неї iснувала скiнченна ε-сiтка,
∀ε > 0.

Для перевiрки компактностi у просторi C[a,b] зручною є наступна те-
орема.

Теорема Арцела. Для того, щоб множина функцiй K iз простору C[a,b]
була компактною, необхiдно i досить, щоб вона була рiвномiрно обмеже-
ною та рiвностепенево неперервною.

Iншими словами,

1. (∃C ∈ R) (∀x (t) ∈ K) : |x (t)| ≤ C;

2. (∀ε > 0) (∃δε > 0) (∀t1, t2 ∈ [a, b]) (|t1 − t2| < δ) (∀x (t) ∈ K) :

|x (t1)− x (t2)| < ε.

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Чи задає метрику на просторi X функцiя ρ (x, y) , якщо:

a) X = R, ρ (x, y) = (x− y)2 ;

б) X = Rn, ρ (x, y) = min

{
1,

√∑n
k=1 (xk − yk)

2
}

;

в) X = C[a,b], ρ (x, y) = max
t∈[a+b

2 ,b]
|x (t)− y (t)| ;

г) X = lp , ρ (x, y) = sup
i∈N

|xi − yi| .

7



Розв’язання. а) Функцiя ρ(x, y) визначена для всiх значень (x, y) ∈ R,
причому ρ(x, y) = (x − y)2 > 0, i (x − y)2 = 0 ⇔ x = y Разом iз цим
ρ(x, y) = (x − y)2 = (y − x)2 = ρ(y, x). Перевiримо виконання аксiоми
трикутника:

ρ(x, y) = (x− y)2 = (x− z + z− y)2 = (x− z)2 +(z− y)2 +2(x− z)(z− y).

Але отримана сума належним вибором x, y, z може бути зроблена бiль-
шою вiд (x−z)2+(z−y)2. А це означає, що умова ρ(x, y) 6 ρ(x, z)+ρ(z, y)
не виконується.
б) Оскiльки ρ (x, y) є мiнiмальним числом серед невiд’ємних, то ρ (x, y) ≥
0 для будь-яких x, y ∈ Rn, тобто ρ (x, y) є визначеною коректно.
1) Нехай x, y ∈ Rn та x = y. Це означає, що для x = (x1, x2, . . . xn)
та y = (y1, y2, . . . yn) справедливi рiвностi xk = yk, k = 1, 2, . . . , n. Тодi∑n

k=1 (xk − yk)
2 = 0 й, вiдповiдно, ρ (x, y) = min { 1, 0} = 0. Навпаки,

якщо

ρ (x, y) = min



 1,

√√√√
n∑

k=1

(xk − yk)
2



 = 0,

то необхiдно
√∑n

k=1 (xk − yk)
2 = 0. Скiнченна сума невiд’ємних чисел

може дорiвнювати нулю тiльки тодi, коли вони всi одночасно є нулями,
тобто xk = yk ∀ k = 1, 2, . . . , n, а це означає, що x = y.
2) Виконання другої аксiоми метрики очевидне:

ρ (x, y) = min



 1,

√√√√
n∑

k=1

(xk − yk)
2



 = min



 1,

√√√√
n∑

k=1

(yk − xk)
2



 = ρ (y, x) .

3) Виберемо довiльнi x, y, z ∈ Rn та розглянемо суму

ρ (x, z)+ρ (z, y) = min



 1,

√√√√
n∑

k=1

(xk − zk)
2



+min



 1,

√√√√
n∑

k=1

(zk − yk)
2



 =

= min



 2,

√√√√
n∑

k=1

(xk − zk)
2 +

√√√√
n∑

k=1

(zk − yk)
2



 ≥

≥ min



 1,

√√√√
n∑

k=1

(xk − yk)
2



 = ρ (x, y) .
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В наведеному ланцюгу нерiвностей використаний той факт, що має
мiсце рiвнiсть min {a + b} = min {a} + min {b} та те, що ρ1 (x, y) =√∑n

k=1 (xk − yk)
2 є метрикою.

Отже, ρ (x, y) = min

{
1,

√∑n
k=1 (xk − yk)

2
}

є метрикою.

в) Найбiльше значення множини абсолютних величин чисел є величина
невiд’ємна. Але якщо

ρ(x, y) = 0, то max
t∈[a+b

2 ,b]
|x(t)− y(t)| = 0.

Це означає, що

x(t)− y(t) = 0 ∀t ∈ [
a+b
2 , b

]
,

оскiльки в протилежному випадку порушувалась би умова ρ(x, y) = 0.
На iншiй половинi промiжка [a, b], а саме для t ∈ [

a, a+b
2

]
може викону-

ватись iнша умова:
x(t) 6= y(t).

Тому умова ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y не виконується, отже ρ (x, y) не є ме-
трикою.
г) Оскiльки x, y ∈ lp, то iз визначення lp випливає, що виконуються умо-

ви
∞∑
i=1
|xi|p < ∞ i

∞∑
i=1
|yi|p < ∞, тобто послiдовностi {xn} i {yn} , n ∈ N

є обмеженими. Тому обмеженою буде й числова множина {xn + yn} , n ∈
N. Таким чином для неї iснує точна верхня грань. Отже, ∀x, y ∈ lp фун-
кцiя supi∈N |xi − yi| iснує i набуває невiд’ємних значень. Очевидно, що
при x = y (тобто коли ∀i ∈ N xi = yi) supi∈N |xi − yi| = 0. Разом iз цим,
якщо ρ(x, y) = 0,

sup
i∈N

|xi − yi| = 0 ⇒ ∀i ∈ N |xi − yi| = 0 ⇒ ∀i ∈ N xi = yi ⇒ x = y.

Виконання другої та третьої аксiом очевидне, тобто ρ(x, y) задає метри-
ку на X.
Завдання 2. Дослiдити на збiжнiсть у метричному просторi X по-
слiдовнiсть {xn}, якщо:

а) X = R, xn = n sin 1
n ;

б) X = L2[0, 1], xn(t) = tn;

в) X = l1, xn =


1

3
, 0,

1

9
, 0,

1

27
, 0, . . . ,

1

3n︸ ︷︷ ︸
2n−1

, 0, 0, . . .


;
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г) X = l2, xn =


0, 0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, 0, . . .


;

д) X = l2, xn =


1, 1, . . . , 1, 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, 0, . . .


.

Розв’язання. а) У просторi R поточкова збiжнiсть спiвпадає зi збiжнi-
стю за метрикою, тому послiдовнiсть {xn} збiжна до

x0 = lim
n→∞

n sin
1

n
= lim

n→∞
sin 1

n
1
n

= 1.

б) Знайдемо поточкову границю:

x0(t) = lim
n→∞

xn(t) = lim
n→∞

tn =

{
0, при t ∈ [0, 1);
1, при t = 1.

Дослiдимо цю послiдовнiсть на збiжнiсть за метрикою:

ρ(xn(t), x0(t)) =

√√√√√
1∫

0

|tn − x0(t)|2 dt =

=

√√√√√
1∫

0

|tn − 0|2 dt +

1∫

1

|tn − 1|2 dt =

√√√√√
1∫

0

t2ndt + 0 =

=

√
t2n+1

2n + 1

∣∣∣∣
1

0
=

√
1

2n + 1
−−−→
n→∞

0.

Отже, дана послiдовнiсть збiгається в L2[0, 1]. Вiдмiтимо, що якби
потрiбно було дослiдити цю послiдовнiсть на збiжнiсть у просторi C[0,1],
то навiть пiсля знаходження поточкової границi було б зрозумiло, що
збiжностi не має, адже x0(t) /∈ C[0,1].
в) Знаходячи поточкову границю послiдовностi xn ⊂ l1, одержимо

x0 =

(
1

3
, 0,

1

9
, 0, . . . , 0,

1

3n
, 0,

1

3n+1 , 0, . . .

)
,
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тобто послiдовнiсть, у якiй x
(2k)
0 = 0, x

(2k−1)
0 = 1

3k . Така послiдовнiсть є
елементом простору l1, бо

∞∑

i=1

∣∣∣x(i)
0

∣∣∣ =
∞∑

i=1

1

3i
=

1

3

1− 1

3

=
1

2
< ∞.

Дослiдимо тепер збiжнiсть за метрикою.

ρ(xn, x0) =
∞∑
i=1

∣∣∣x(i)
n − x

(i)
0

∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
1

3
− 1

3

∣∣∣∣ + |0− 0|+
∣∣∣∣
1

9
− 1

9

∣∣∣∣ + . . . +

∣∣∣∣
1

3n
− 1

3n

∣∣∣∣ +
∞∑

i=n+1

∣∣∣∣0−
1

3i

∣∣∣∣ =

=
∞∑

i=n+1

1

3i
=

1

3n+1

1− 1

3

=
3

3n+1 · 2 =
1

2 · 3n
.

Оскiльки послiдовнiсть 1
2·3n є нескiнченно малою, то xn −−−→

n→∞
x0 за мет-

рикою.
г) Поточковою границею послiдовностi з загальним членом

xn =


0, 0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, 0, . . .




є нульовий елемент, тобто x0 = (0, 0, . . .). Але

ρ(xn, x0) =

√√√√
∞∑
i=1

∣∣∣x(i)
n − x

(i)
0

∣∣∣
2

= 1,

тобто lim
n→∞

ρ(xn, x0) 6= 0. Отже, збiжностi за метрикою немає.
д) Поточковою границею послiдовностi xn є x0 = (1, 1, 1, . . .). Але оскiль-

ки ряд
∞∑

i=n+1

∣∣∣x(i)
0

∣∣∣ є розбiжний, то дана послiдовнiсть не збiгається навiть
поточково.
Завдання 3. Довести повноту метричного простору C[a,b].
Розв’язання. Розглянемо довiльну фундаментальну послiдовнiсть {xn} ⊂
C[a,b], тобто таку, для якої виконується

∀ε > 0 ∃nε ∈ N ∀n > nε ∀p ∈ N max
t∈[a,b]

|xn (t)− xn+p (t)| < ε.
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Перейдемо в останнiй нерiвностi до границi при p →∞. Очевидно, одер-
жимо твердження

∀ε > 0 ∃nε ∈ N ∀n > nε max
t∈[a,b]

|xn (t)− x (t)| ≤ ε < 2ε,

де x (t) = lim
n→∞

xn (t). Але твердження, яке ми отримали, є означенням
рiвномiрно збiжної функцiональної послiдовностi. А з курсу математи-
чного аналiзу вiдомо, що границею рiвномiрно збiжної послiдовностi не-
перервних функцiй є неперервна функцiя. Тобто границя будь-якої фун-
даментальної послiдовностi з C[a,b] теж належить C[a,b], чим i пiдтвер-
джується повнота цього метричного простору.
Завдання 4. Визначити точки дотику, внутрiшнi, iзольованi, межовi та
граничнi точки, а також замикання множини A = [1, 7]

⋃ {2n : n ∈ N}.
Розв’язання. Точка дотику множини A – це точка, будь-який окiл якої
має непорожнiй перетин з множиною A. Тому множина точок дотику є
[1, 7]

⋃ {2n : n ∈ N} = A.
Внутрiшня точка – це точка, що мiститься в A разом з деяким своїм

околом. Тому внутрiшнiми є точки вiдкритого iнтервалу (1, 7).
Iзольвана точка множини A це така точка для якої iснує вiдкритий

окiл, що у перетинi з множиною A дає тiльки цю точку. Тому iзольова-
ними будуть: {2n : n = 4, 5, 6, . . .}.

Межова точка множини A це точка в кожному околi якої мiстяться
як точки що належить множинi A, так i точки, що їй не належать. Ме-
жовими будуть: {1, 7} ⋃ {2n : n = 4, 5, 6, . . .}.

Очевидно, iснують проколотi околи
◦
U ε(x2n) (наприклад, при ε = 1

3),

де x2n = 2n, що
◦
U ε(x2n)∩{2n : n = 4, 5, 6, . . .} = ∅. Також, очевидно, що

для ∀x0 ∈ [1, 7] маємо
◦
U ε(x2n) ∩ [1, 7] 6= ∅. Отже, граничними є кожна

точка [1, 7].
Замикання множини – це сукупнiсть всiх її точок дотику, тому [A] =

[1, 7]
⋃ {2n : n ∈ N}.

Завдання 5. Дослiдити на компактнiсть у просторi C[0,1] такi множини:

а) xn(t) =
(
t− 1

2

)n
, n ∈ N;

б) xα(t) = cos(t + α), α ∈ R;

в) xα(t) = cos(αt), α ∈ R;

г) xn(t) = et−n, n ∈ N.

Розв’язання. Для дослiдження компактностi у просторi неперервних
на [a, b] функцiй C[a,b] використовують теорему Арцелла, згiдно якої, для
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компактностi множини функцiй K ⊂ C[a,b] достатньо, щоб множина K
була рiвномiрно обмеженою та рiвностепенево неперервною.
a) Оскiльки ∀t ∈ [0, 1] справджуються очевиднi нерiвностi−1

2 ≤ t−1
2 ≤ 1

2 ,
або (−1)n

2n ≤ (t− 1
2)

n ≤ 1
2n , або ∀n ∈ N , |xn(t)| ≤ 1

2 , то виконується умова
рiвномiрної обмеженостi функцiй iз C[0,1].

Перевiримо, чи має мiсце рiвностепенева неперервнiсть, тобто, чи ви-
конується умова:

(∀ε > 0), (∃δε > 0), (∀n ∈ N), (∀t1, t2 : |t1 − t2| < δ) :

∣∣(t1 − 1
2)

n − (t2 − 1
2

)n∣∣ < ε.

Згiдно теореми Лагранжа ∃ξ ∈ (0, 1) така, що
∣∣(t1 − 1

2)
n − (t2 − 1

2)
n
∣∣ =

∣∣∣n
(
t− 1

2

)n−1
∣∣∣
t=ξ
|t1 − t2| = n

∣∣ξ − 1
2

∣∣n−1 |t1 − t2| .

Послiдовнiсть n · an−1 −−−→
n→∞

0 якщо тiльки |a| < 1. Тому вона буде обме-

женою, тобто ∃C, (∀n ∈ N): n
∣∣ξ − 1

2

∣∣ ≤ C. Тодi
∣∣(t1 − 1

2)
n − (t2 − 1

2)
n
∣∣ = C |t1 − t2| ≤ C · δ.

Для виконання умови
∣∣(t1 − 1

2)
n − (t2 − 1

2)
n
∣∣ < ε досить вимагати, щоб

C · δ < ε, тобто δ < ε
C . Icнування параметра δ доводить компактнiсть

даної послiдовностi.
б) Очевидно, що (∀α ∈ R) : |cos(α + t)| ≤ 1, тобто множина є рiвномiрно
обмеженою. Разом iз цим

|cos(α + t1)− cos(α + t2)| =
∣∣∣(cos(α + t))

′
t=ξ

∣∣∣ |t1 − t2| =
= |sin(α + ξ)| |t1 − t2| ≤ |t1 − t2| < δ.

Таким чином, вибравши δ < ε, ми довели рiвностепеневу неперервнiсть
даної множини, а разом iз цим i її компактнiсть.
в) Як i в попередньому випадку (∀α ∈ R) : |cos αt| ≤ 1. Але

|cos αt1 − cos αt2| = |αsin(αξ)| |t1 − t2|.
Розглядаючи α = 1

ξ · π
2 , i t2 = t1 + ξ, отримаємо

|cos αt1 − cos αt2| = 1
ξ · π

2 · sin(1
ξ · π

2 · ξ) |ξ| = π
2 9 0.

Таким чином, умова рiвностепеневої неперервностi не виконується, i тому
дана множина не є компактною.
г) При t ∈ [0, 1] ∀n ∈ N 0 < et−n ≤ e1−1 = e0 = 1, тому дана множина є
рiвномiрно обмеженою.
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|et1−n − et2−n| =
∣∣eξ−n

∣∣ |t1 − t2| ≤ |t1 − t2| < δ.

Як тiльки ε > δ, то рiвностепенева неперервнiсть має мiсце. Таким чи-
ном, множина є компактною.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Чи є метрикою в X функцiя ρ (x, y), якщо:

1. X = C[0,1], ρ (x, y) = max
t∈[0, 12 ]

|x (t)− y (t)| ;

2. X = Rn, ρ (x, y) = max
1≤i≤n

||xi| − |yi|| ;

3. X = C[a,b], ρ (x, y) =
b∫
a

|x (t)− y (t)| dt;

4. X = R+, ρ (x, y) = |ln (x + 1)− ln (y + 1)| ;

5. X = l2 , ρ (x, y) =
√∑∞

k=k0
(xk − yk)

2;

6. X = lp , ρ (x, y) = p

√
∞∑

n=1
(xn − yn)

p;

7. X = C[0,1], ρ(x, y) = max
t∈[ 1

2 ,1]

∣∣x′(t)− y
′
(t)

∣∣ + max
t∈[0, 12 ]

|x(t)− y(t)| ;

8. X = R, ρ (x, y) = 1− cos |x− y| ;
9. X = C[a,b], ρ(x, y) = |x(a)− y(b)| ;

10. X = R, ρ (x, y) =

∣∣∣∣
1

x
− 1

y

∣∣∣∣ .

Завдання 2. Чи є збiжною в X послiдовнiсть {xn}, якщо:

1. X = C[0,1], xn (t) = t3n − t3n−1;

2. X = Rm, xn =
( 1

2n+1 ,
1

2n+2 , . . . ,
1

2n+m

)
;

3. X = l2, xn =


1, 0, 1, 0, .., 1︸ ︷︷ ︸

2n−1

, 0, 0, 0...


 ;
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4. X = L2 [0, 1] , xn (t) = e−nt;

5. X = l2, xn =
(
1, 0, 1

3 , 0,
1
5 ..,

1
2n−1 , 0, 0, 0...

)
;

6. X = C[2,3], xn (t) = 2−nt;

7. X = C[0,1], xn(t) = ln

(
1 +

t

n

)
;

8. X = C[0,1], xn(t) =
nt

1 + nt
;

9. X = C[0,1], xn(t) = arctg(t + n);

10. X = l2, xn =


1

n
,
1

n
, . . . ,

1

n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .


 .

Завдання 3. Визначити точки дотику, внутрiшнi, iзольованi, межо-
вi та граничнi точки множини А, а також замикання цiєї множини:
1. A = [2, 4)

⋃
[7, 8) ; 2. A = [0, 9)

⋃ {1, 10, 100} ;
3. A = [1, 4)

⋃ {e−n : n ∈ N} ; 4. A = [2, 3)
⋃ {

n2 : n ∈ N
}

;

5. A =
{

(−1)n

n + (−1)n : n ∈ N
}

; 6. A = (0, 3)
⋃ {

sin πn
4 : n ∈ N

}
;

7. A = N ∪ [1, 8); 8. A = [1, 4)
⋃

Q[0,1];

9. A =
{ 1

n : n ∈ N
} ∪ (1, 5); 10. A = [2, 5)

⋃ {
2 +

1

1 + n2 : n ∈ N

}
.

Завдання 4. Чи є компактною в метричному просторi C[a,b] множина
функцiй xn(t), якщо:

1. [a, b] =

[
0,

1

2

]
, xn(t) = (2t)n ;

2. [a, b] = [2, 3], xn(t) = (t− 2)n ;

3. [a, b] = [0, 1] , xα(t) = sin (α + t) , α ∈ R;

4. [a, b] = [2, 3], xn(t) = (t− 2)n ;

5. [a, b] = [0, 1] , xα(t) = sin (αt) , α ∈ R;

6. [a, b] = [0, 1] , xn(t) =
tn

n
;

7. [a, b] = [0, 1] , xn(t) = arctg
t

n
;
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8. [a, b] = [0, 1] , xn(t) = 3−nt;

9. [a, b] = [0, 1] , xn(t) = et−n;

10. [a, b] = [0, 1] , xn(t) = arcctg nt.

1.2 Принцип стискаючих вiдображень. Теорема Ба-
наха

Теоретичнi вiдомостi

Нехай (X, ρ) – метричний простiр. Вiдображення цього простору в себе,
A : X → X називається стискаючим, якщо

(∃α ∈ (0, 1)) (∀x1, x2 ∈ X) : ρ (Ax1, Ax2) ≤ αρ (x1, x2) .

Точка x∗ називається нерухомою точкою вiдображення A : X → X
якщо Ax∗ = x∗. Вiдображення A називається ще оператором стиску, а
точка x∗ називається ще нерухомою точкою оператора.

Теорема Банаха. Стискаюче вiдображення, що дiє в повному мет-
ричному просторi, має одну i тiльки одну нерухому точку.

Для розв’язування алгебраїчних, iнтегральних, диференцiальних рiв-
нянь застосовується метод послiдовних наближень. Iдея методу проiлюс-
трована в доведеннi теореми Банаха i вона полягає в тому, щоб привести
задане рiвняння Ax = 0 до еквiвалентного вигляду

x = Ãx,

де вiдображення Ã було б стискаючим. Тодi, обравши довiльно елемент
x0, послiдовно знаходимо x1 = Ãx0, x2 = Ãx1, . . . , xn = Ãxn−1. Нарештi,
точний розв’язок x∗ знаходиться в результатi граничного переходу при
n → ∞: x∗ = lim

n→∞
xn. Якщо знайти загальний вигляд xn складно, тодi

знаходять розв’язок наближено з потрiбною точнiстю. При цьому ко-
ристуються наступним наслiдком теореми Банаха: якщо вiдображення

A : X → X стискаюче, то ρ (xn, x
∗) ≤ αn

1− α
ρ (x0, Ax0).

При розв’язуваннi iнтегральних рiвнянь корисим також є таке твер-
дженням: якщо оператор A визначається формулою

Ax(t) = λ
t∫

a

K(t, s)x(s)ds + g(t)

та дiє з простору C[a,b] в простiр C[a,b], де K(t, s)– неперервна на [a, b] ×
[a, b] функцiя, x(t), g(t) ∈ C[a,b], то Ax(t) є оператором стиску для будь-
якого λ ∈ R.
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Розв’язання типових задач

Завдання 1.Нехай K(t, s)– неперервна фнукцiя в прямокутнику [a, b]×
[a, b]. При якому λ оператор Ax(t) = λ

b∫
a

K(t, s)x(s)ds+ϕ(t), ϕ(t) ∈ C[a,b]

є оператором стиску в просторi C[a,b].
Розв’язання. Оператор Ax(t) є оператором стиску, якщо

(∃α ∈ (0, 1))
(∀x(t), y(t) ∈ C[a,b]

)
: ρ(Ax,Ay) ≤ αρ (x(t), y(t)) .

Справедливi такi спiввiдношення:

ρ (Ax,Ay) = max
a≤t≤b

∣∣∣∣∣∣
λ

b∫

a

K(t, s)x(s)ds + ϕ(t)− λ

b∫

a

K(t, s)y(s)ds− ϕ(t)

∣∣∣∣∣∣
=

= max
a≤t≤b

∣∣∣∣∣∣
λ

b∫

a

K(t, s) (x(s)− y(s)) ds

∣∣∣∣∣∣
≤ max

a≤t≤b
|λ|

b∫

a

|K(t, s)| |x(s)− y(s)| ds ≤

≤ |λ|M
b∫

a

max
a≤s≤b

|x(s)− y(s)| ds = |λ|M max
a≤s≤b

|x(s)− y(s)| (b− a) =

= |λ|M (b− a) ρ(x, y).

В процесi даних оцiнок ми використали те, що функцiя K(t, s) є не-
перервна на замкненiй обмеженiй множинi [a, b] × [a, b], тому вона є й
обмежена на нiй, тобто ∀(t, s) ∈ [a, b] × [a, b], |K(t, s)| ≤ M. Крiм того
врахували властивостi iнтегралiв Рiмана.

Таким чином, для того щоб Ax(t) був оператором стиску достатньо,

щоб 0 < |λ|M (b− a) < 1, або 0 < |λ| < 1

M(b− a)
.

Завдання 2. Довести, що рiвняння x(t) +
1

2
cos x(t) + ϕ(t) = 0, де x(t)

та ϕ(t) ∈ C[a,b] має єдиний розв’язок в C[a,b].
Розв’язання. Перепишемо рiвняння у виглядi

−1

2
cos x(t)− ϕ(t) = x(t),

тодi якщо Ax(t) = −1

2
cos x(t)− ϕ(t), то рiвняння має вигляд

Ax(t) = x(t). (1)
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Оскiльки метричний простiр C[a,b] є повним, то iснування i єдинiсть роз-
в’язку операторного рiвняння (1) випливає з теореми Банаха, оскiльки
A є оператором стиску, що є очевидним:

ρ (Ax(t), Ay(t)) = max
t∈[a,b]

∣∣∣∣−
1

2
cos x(t)− ϕ(t) +

1

2
cos y(t) + ϕ(t)

∣∣∣∣ =

= max
t∈[a,b]

∣∣∣∣−
1

2
cos x(t) +

1

2
cos y(t)

∣∣∣∣ = max
t∈[a,b]

∣∣∣∣sin
x(t) + y(t)

2
· sin x(t)− y(t)

2

∣∣∣∣ ≤

≤ max
t∈[a,b]

∣∣∣∣sin
x(t)− y(t)

2

∣∣∣∣ ≤ max
t∈[a,b]

1

2
|x(t)− y(t)| = 1

2
ρ(x(t), y(t)).

В останньому ланцюжку перетворень ми використали нерiвностi |sin x| ≤
|x| та |sin x| ≤ 1.

Таким чином для α =
1

2
оператор A є оператором стиску. Тому рiв-

няння, що задане в умовi, має єдиний розв’язок.
Завдання 3.Методом послiдовних наближень розв’язати iнтегральне
рiвняння задане в просторi C[0,1] :

а) x(t) =
1

2

1∫
0

ts2x(s)ds + 1;

б) x(t) =
t2

2
+ t +

t∫
0

x(s)ds.

Розв’язання. а) Спочатку перевiримо, чи є вiдображення

Ax(t) =
1

2

1∫
0

ts2x(s)ds + 1

є стискаючим в просторi C[0,1] :

ρ (Ax(t), Ay(t)) = max
0≤t≤1

∣∣∣∣∣∣
1

2

1∫

0

ts2x(s)ds + 1− 1

2

1∫

0

ts2y(s)ds− 1

∣∣∣∣∣∣
=

= max
0≤t≤1

∣∣∣∣∣∣
1

2

1∫

0

ts2 (x(s)− y(s)) ds

∣∣∣∣∣∣
≤ max

0≤t≤1

1

2

1∫

0

∣∣ts2
∣∣ max

0≤s≤1
|x(s)− y(s)| ds =

= max
0≤t≤1

1

2
t · s3

3

∣∣∣∣
1

0
· ρ (x(t), y(t)) =

1

6
ρ (x(t), y(t)) .

Таким чином, застосування методу послiдовних наближень до розв’яза-
ння iнтегрального рiвняння є можливим. Виберемо нульове наближення.
Нехай x0(t) = 0. Тодi
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x1(t) = 1;

x2(t) =
1

2

1∫
0

ts2ds + 1 =
1

2
t

s3

3

∣∣∣∣
1

0
+ 1 =

1

6
t + 1;

x3(t) =
1

2

1∫
0

ts2
(

1

6
s + 1

)
ds+1 =

1

12
t

s4

4

∣∣∣∣
1

0
+

1

2
t

s3

3

∣∣∣∣
1

0
+1 =

t

3!

(
1 +

1

8

)
+1;

x4(t) =
1

2

1∫
0

ts2
(

s

3!

(
1 +

1

8

)
+ 1

)
ds + 1 =

1

2
· 1

3!

(
1

8
+ 1

)
t

s4

4

∣∣∣∣
1

0
+

+
1

2
t

s3

3

∣∣∣∣
1

0
+ 1 =

t

3!

(
1 +

1

8
+

1

82

)
+ 1.

За iндукцiєю одержимо

xn(t) =
t

3!

(
1 +

1

8
+

1

82 + . . . +
1

8n−2

)
+ 1.

Для знаходження розв’язку здiйснимо граничний перехiд:

x(t) = lim
n→∞

xn(t) =
t

3!

(
1 +

1

8
+

1

82 + . . . +
1

8n
+ . . .

)
+ 1 =

=
t

3!

1

1− 1
8

+ 1 =
t

3!
· 8

7
+ 1.

б) Безпосередньою перевiркою (див. приклад а)) переконуємося в тому,

що вiдображення Ax(t) =
t2

2
+ t +

t∫
0

x(s)ds є оператором стиску. Тому

для знаходження розв’язку iнтегрального рiвняння можемо застосову-
вати медод послiдовних наближень. За нульове наближення виберемо
x0(t) = 0.

x1(t) =
t2

2
+ t =

[(
1 + t +

t2

2!

)
− 1

]
+ [(1 + t)− t− 1] .

x2(t) =
t2

2
+t+

t∫

0

(
s2

2
+ s

)
ds =

t2

2
+t+

(
s3

3!
+

s2

2

)∣∣∣∣
t

0
=

t2

2
+t+

t3

3!
+

t2

2!
=

=

[(
1 + t +

t2

2!
+

t3

3!

)
− 1

]
+

[(
1 + t +

t2

2!

)
− t− 1

]
.
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x3(t) =
t2

2
+ t +

t∫

0

(
s2

2
+ s +

s3

3!
+

s2

2!

)
ds =

t2

2
+ t +

t3

3!
+

t2

2!
+

t4

4!
+

t3

3!
=

=

[(
1 + t +

t2

2!
+

t3

3!
+

t4

4!

)
− 1

]
+

[(
1 + t +

t2

2!
+

t3

3!

)
− t− 1

]
.

x4(t) =
t2

2
+ t +

t∫

0

(
s2

2
+ s +

s3

3!
+

s2

2!
+

s4

4!
+

s3

3!

)
ds =

t2

2
+ t+

+
t3

3!
+

t2

2!
+

t4

4!
+

t3

3!
+

t5

5!
+

t4

4!
=

=

[(
1 + t +

t2

2!
+

t3

3!
+

t4

4!
+

t5

5!

)
− 1

]
+

[(
1 + t +

t2

2!
+

t3

3!
+

t4

4!

)
− t− 1

]
.

Таким чином за iндукцiєю отримаємо, що

xn(t) =
n+1∑
k=0

tk

k!
− 1 +

n∑
k=0

tk

k!
− t− 1.

Знайшовши границю xn(t), отримаємо розв’язок:

x(t) = lim
n→∞

xn(t) =
∞∑

k=0

tk

k!
− 1 +

∞∑
k=0

tk

k!
− t− 1 = 2et − t− 2.

Завдання 4. Довести, що рiвняння x5 + x + 1 = 0 має єдиний корiнь
та знайти промiжок, якому цей корiнь належить. Звести рiвняння
до такого вигляду, щоб його можна було розв’язати методом послiдов-
них наближень. Знайти кiлькiсть iтерацiй необхiдних для знаходже-
ння кореня з точнiстю, що не перевищує 0, 01.
Розв’язання. Доведення iснування i єдиностi кореня здiйснимо графi-
чними мiркуваннями. Перепишемо рiвняння у виглядi x5 = −x− 1. На-
малюємо графiки функцiй y = x5 та y = −x− 1.
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Мал. 1

З мал. 1 видно, що графiки мають єдину точку перетину, причому її
абсциса x ∈ (−1, 0) .

Зобразимо рiвняння у виглядi x = x−λ
(
x5 + x + 1

)
та пiдберемо па-

раметр λ так, щоб формула Ax = x−λ
(
x5 + x + 1

)
визначала оператор

стиску. Тодi, оскiльки R є повним метричним простором, оператор A ма-
тиме єдину нерухому точку. Звiдси випливатиме, що початкове рiвняння
має єдиний розв’язок.

Позначимо g(x) = x5 + x + 1. Розглянемо рiвностi (врахувавши, що
метрика в R визначається так: ρ(x, y) = |x− y|):

ρ (Ax,Ay) = |x− λg(x)− y + λg(y)| = |(x− y) + λ (g(y)− g(x))| =

=
∣∣∣(x− y)− λg

′
(z) (x− y))

∣∣∣ = |x− y|
∣∣∣1− λg

′
(z)

∣∣∣ .

Оскiльки g
′
(x) = 5x4+1 > 0, функцiя g(x) зростає на [−1, 0], то min

x∈[−1,0]
g(x) =

g(−1) = −1, max
x∈[−1,0]

g(x) = g(0) = 1, тому вибравши λ =
1

6
, матимемо

ρ (Ax,Ay) = |x− y|
∣∣∣∣1−

1

6
g
′
(z)

∣∣∣∣ ≤ |x− y|
∣∣∣∣1−

1

6
· 1

∣∣∣∣ =
5

6
|x− y| = 5

6
ρ(x, y).

Використаємо формулу

ρ(xn, x) ≤ αn

1− α
ρ(Ax0, x0).

За нульове наближення виберемо x0 = 0, тодi Ax0 = −1

6
, ρ (Ax0, x0) =

1

6
. Тому для знаходження кiлькостi iтерацiй залишається розв’язати не-

рiвнiсть
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(5
6

)n

1− 5
6

· 1

6
=

(
5

6

)n

< 0, 01 ,

n > log 5
6
0, 01.

Найменший натуральний розв’язок останньої нерiвностi є шукана кiль-
кiсть iтерацiй.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1.Методом послiдовних наближень розв’язати iнтегральне
рiвняння в просторi C[a,b] :

1. x (t) = 1 +
∫ t

0 x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];

2. x (t) = 1
π

∫ π

0 (sin (t− s) + sin (t + s)) x (s) ds+1, x0 (t) = 0, [a, b] =
[0, π];

3. x (t) = 2t +
∫ t

0 2t−sx (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];

4. x (t) = 1 + t2 − 1
2

∫ t

0
1+t2

1+s2x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];

5. x (t) = t− ∫ t

0 (t− s) x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];

6. x (t) = 1 + 1
π

∫ π

0 sin2 sx (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, π];

7. x (t) = t2 +
∫ 2

0 x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 2];

8. x (t) = 1 +
∫ 1

0 s3x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];

9. x (t) = 1 +
∫ 1

0 t2s2x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];

10. x (t) = 2 cos t− cos t

2π

∫ π

0 t2sx (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, π].

Завдання 2. Довести, що задане рiвняння має єдиний корiнь та зна-
йти промiжок, якому цей корiнь належить. Звести рiвняння до та-
кого вигляду, щоб його можна було розв’язати методом послiдовних
наближень. Знайти кiлькiсть iтерацiй необхiдних для знаходження
кореня з точнiстю, що не перевищує 0, 01, якщо:
1. x3 + x− 3 = 0; 2. x5 + 2x− 1 = 0;
3. x7 + x− 4 = 0; 4. x5 + x− 5 = 0;
5. x3 + 3x− 1 = 0; 6. x5 + 3x− 2 = 0;
7. x5 + x + 4 = 0; 8. x3 + 3x + 3 = 0;
9. x5 + 6x + 1 = 0; 10. x5 + 10x− 1 = 0.
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2 Лiнiйнi нормованi простори. Збiжнiсть у
нормованих просторах

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Лiнiйний простiр. Пiдпростiр лiнiйного простору.

2. Iзоморфiзм у лiнiйних просторах.

3. Лiнiйна залежнiсть i незалежнiсть.

4. Базис лiнiйного простору. Розмiрнiсть.

5. Означення норми i нормованого простору.

6. Збiжнiсть у нормованих просторах.

7. Повнота нормованого простору.

Теоретичнi вiдомостi

Лiнiйним або векторним простором над полем дiйсних чисел R на-
зивається непорожня множина L, якшо ця мнодина задовольняє таким
умовам:
1. Для будь-яких двох елементiв x, y iз L однозначно визначений третiй
елемент iз L, який позначається символом x + y i називається сумою
елементiв x та y та виконуються аксiоми:

1) (∀x, y ∈ L) : (x + y = y + x) (комутативнiсть);

2) (∀x, y, z ∈ L) : ((x + y) + z = x + (y + z)) (асоцiативнiсть);

3) (∃θ ∈ L) (∀x ∈ L) : (x + θ = x) (iснування нульового елемента);

4) (∀x ∈ L) (∃ − x ∈ L) : (x + (−x) = θ) (iснування протилежного еле-
мента).

Введену операцiю, що задовольняє цим аксiомам, називаємо додаванням
елементiв у просторi L.
2. Для будь-якого дiйсного числа α ∈ R i довiльного елемента x ∈ L ви-
значений елемент αx ∈ L (добуток x на число α), причому виконуються
такi аксiоми:

1) (∀α, β ∈ R) (∀x ∈ L) : (α (βx) = (αβ) x) (асоцiативний закон мно-
ження);
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2) (∀x ∈ L) : (1 · x = x) (множенню одиницi на елемент x вiдповiдає
цей же елемент x ∈ L);

3) (∀α, β ∈ R) (∀x ∈ R) : ((α + β) x = αx + βx) (дистрибутивний за-
кон множення);

4) (∀α ∈ R) (∀x, y ∈ L) : (α (x + y) = αx + αy) (дистрибутивний за-
кон множення).

Аксiоми 3) i 4) формулюють правило «розкриття дужок» в просторi L.
Введений цим визначенням лiнiйний простiр L над полем дiйсних чисел
R називають дiйсним лiнiйним простором. Якщо ж замiсть поля дiйсних
чисел розглядати поле комплексних чисел C, тодi такий лiнiйний про-
стiр L називається комплексним лiнiйним простором. Можна розглядати
лiнiйнi простори над довiльним полем.

Пiдмножина L1 лiнiйного простору L називається пiдпростором лi-
нiйного простору L, якщо L1 є лiнiйним простором вiдносно операцiй,
введених в L. Iнакше, L1 – пiдпростiр лiнiйного простору L, якщо для
довiльних x, y ∈ L1, α, β ∈ R маємо αx + βy ∈ R.

Множина елементiв x1, x2, ..., xn з лiнiйного простору L називається
лiнiйно залежною, якщо iснують такi дiйснi числа c1, c2, ..., cn, не всi рiвнi
нулю, що c1x1 + c2x2 + ... + cnxn = θ. Якщо ж цей вираз дорiвнює нульо-
вому елементу лише при c1 = c2 = ... = cn = 0, то множина x1, x2, ..., xn

називається лiнiйно незалежною.
Нескiнченна система елементiв x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . . iз лiнiйного прос-

тору L називається лiнiйно незалежною, якщо будь-яка її скiнченна
пiдсистема лiнiйно незалежна.

Множина елементiв x1, x2, ..., xn з лiнiйного простору L називається
базисом лiнiйного простору L, якщо вона є лiнiйно незалежною, але до-
давання до неї будь-якого елемента перетворює її в лiнiйно залежну.
Iншими словами, базис – максимальна лiнiйно незалежна система еле-
ментiв з L.

Вiдомо, що якщо множина елементiв x1, x2, ..., xn є базисом у лiнiй-
ному просторi L, то будь-який елемент iз L може бути зображений (при-
чому єдиним способом) у виглядi лiнiйної комбiнацiї елементiв базису.

Усi базиси одного й того ж лiнiйного простору L складаються з одна-
кової кiлькостi елементiв, причому число елементiв базису називається
розмiрнiстю лiнiйного простору. Базисом в n-вимiрному просторi L на-
зивається будь-яка система iз n лiнiйно незалежних елементiв. Якщо ж в
просторi L можна вказати систему iз довiльного скiченного числа лiнiйно
незалежних елементiв, тодi такий простiр L назвемо нескiнченновимiр-
ним.
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Лiнiйний простiр L називається нормованим простором, якщо ко-
жному його елементу x ставиться у вiдповiднiсть дiйсне невiд’ємне число
‖x‖ (норма x), причому виконуються такi умови:

1) ‖x‖ = 0 ⇔ x = θ;

2) ∀α ∈ R, ∀x ∈ L : ‖αx‖ = |α| ‖x‖ ;

3) ∀x, y ∈ L : ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

Вiдмiтимо, що будь-який лiнiйний простiр, на якому задана метрика
ρ (x, y) є нормованим простором з нормою ‖x‖ = ρ (x, θ). В одному i тому
ж лiнiйному просторi L норма може задаватись по-рiзному. Прикладами
нормованих просторiв є:

1. Множина дiйсних чисел R з нормою ‖x‖ = |x| ;
2. Простiр n-вимiрних векторiв Rn з нормою ‖x‖ =

√∑n
k=1 x2

k;

3. Множина послiдовностей lp = {(x1, x2, ...) , xi ∈ R} для яких вико-
нується умова

∑∞
k=1 |xk|p < ∞ з нормою ‖x‖ = p

√∑∞
k=1 |xk|p, де

число p ≥ 1 фiксоване;

4. Множина функцiй Lp [a, b] для яких виконується умова
∫ b

a |x (t)|p dt <

∞ з нормою ‖x‖ = p

√∫ b

a |x (t)|p dt, де число p ≥ 1 фiксоване;

5. C[a,b] – множина неперервних на сегментi [a, b] функцiй з нормою
‖x‖ = sup

t∈[a,b]
|x (t)| .

Послiдовнiсть {xn} ⊂ L називається збiжною у нормованому про-
сторi L, якщо ∃x ∈ L : lim

n→∞
‖xn − x‖ = 0.

Послiдовнiсть {xn} ⊂ L називається фундаментальною у нормова-
ному просторi L, якщо

(∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n > nε) (∀m > nε) : ‖xn − xm‖ < ε.

Iнодi умову фундаментальностi ще записують у формi:

(∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n > nε) (∀p ∈ N) : ‖xn − xn+p‖ < ε.

Якщо будь-яка фундаментальна послiдовнiсть у нормованому про-
сторi L є збiжною, то простiр називається повним. Повний нормований
простiр ще називають банаховим простором.
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Розв’язання типових задач

Завдання 1. На множинi R+ введено операцiї x⊕ y = {x, y} , λ⊗x =
xλ(λ ∈ R). Чи буде R+ з такими операцiями утворювати лiнiйний
простiр?
Розв’язання. Зауважимо, що множина R+ – це множина додатнiх дiй-
сних чисел. Якщо x, y ∈ R+, то i max {x, y} ≥ 0, а також xλ > 0, тобто
дана множина замкнена вiдносно операцiй ⊕ i ⊗.

Перевiримо виконання аксiом лiнiйного простору:

∀x, y : max {x, y} = max {y, x}
∀x, y, z : max {max {x, y} , z} = max {x, max {y, z}} ,

тобто аксiоми комутативностi та асоцiативностi виконуються. Перевiри-
мо аксiому iснування нуля:

∃0̃ ∈ R+ ∀x ∈ R+ : max(0̃, x) = x.

Але
∀x ∈ R+,∀y ∈ R+ max(x, y) 6= 0,

тому дана множина не утворює лiнiйного простору.
Завдання 2.Чи утворюють у лiнiйному просторi неперевних на [−1, 1]
функцiй C[−1;1] пiдпростiр перiодичнi функцiї?
Розв’язання. Якщо функцiя y = f(x) є перiодичною з перiодом Т, то i
функцiя λy = λf(x) теж буде перiодичною з тим же перiодом, адже

f(x + T ) = f(x) ⇒ λf(x + T ) = λf(x).

Але якщо розглядати суму перiодичних функцiй, то вона буде перiоди-
чною лише у тому разi, якщо їх перiоди мають спiльне кратне. А це не
завжди так, наприклад, функцiї y = sin x i y = sin

√
2x мають перiоди

вiдповiдно 2π i
√

2π, для яких не iснує спiльного кратного, тобто числа,
котре нацiло дiлиться i на 2π, i на

√
2π.

Це означає, що перiодичнi функцiї не утворюють пiдпростору лiнiй-
ного простору C[−1;1].
Завдання 3. Чи задає норму на лiнiйному просторi X функцiя ‖x‖ ,
якщо:

a) X = C
′
[0,1], ‖x(t)‖ =

1∫
0
| x(t) |dt + max

x∈[0,1]
| x′(t) |;

б) X = Rm, ‖ x ‖=
( m∑

i=1

i∑
j=1

| xj |3
) 1

3

;
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в) X = l2, ‖x‖ =
∞∑
i=1

√
| xi |;

г) X = m, де m – множина всiх обмежених числових послiдовностей
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) , ‖x‖ = max

k∈N
xk.

Розв’язання а) C
′
[0,1] це множина функцiй неперервних на [0, 1] разом

зi своєю похiдною. Тобто, ∀x(t) ∈ C
′
[0,1] ∃

1∫
0
|x(t)| dt та x

′
(t) ∀t ∈ [0, 1].

Отже, функцiя ‖x‖ є визначеною на всiй множинi C
′
[0,1]. (Вiдмiтимо, що

на C[0,1] таке задання функцiї ‖x‖ було б некоректним, адже x
′
(t) iснує

не для всiх неперервних функцiй. Наприклад, для неперервної функцiї
x = |t| не iснує похiдної у точцi t0 = 0.)

‖x‖ =
1∫
0
|x(t)|dt+ max

x∈[0,1]

∣∣x′(t)
∣∣ > 0 як сума двох невiд’ємних доданкiв.

Перевiримо аксiоми норми:

1) Якщо ‖x‖ = 0, то





1∫
0
|x(t)|dt = 0;

max
x∈[0,1]

∣∣x′(t)
∣∣ = 0.

Друга умова системи має мiсце

тодi i тiльки тодi, коли ∀t ∈ [0, 1]
∣∣x′(t)

∣∣ = 0 ⇒ x(t) = c = const ∀t ∈
[0, 1]. Але одночасно повинно виконуватись, що

1∫
0
|x(t)|dt = 0 ⇒ x(t) ≡ 0

й перша аксiома виконується.
2) ∀α ∈ R

‖αx‖ =

1∫

0

|αx(t)|dt + max
t∈[0,1]

|(αx(t))′| = |α|
1∫

0

|x(t)|dt+

+ |α| max
t∈[0,1]

|x′(t)| = |α|‖x‖.

Тут використано властивiсть лiнiйностi iнтегрування та диференцiюва-
ння.
3)∀x, y ∈ C

′
[0,1]

‖x + y‖ =

1∫

0

|x(t) + y(t)|dt + max
t∈[0,1]

|(x(t) + y(t))
′| ≤
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≤
1∫

0

(|x(t)|+ |y(t)|)dt + max
t∈[0,1]

(|(x′(t) + y′(t)|) ≤

≤
1∫

0

|x(t)|dt + max
t∈[0,1]

|x′(t)|+
1∫

0

|y(t)|dt + max
t∈[0,1]

|y′(t)| = ‖x‖+ ‖y‖

В процесi оцiнок використано нерiвностi |a+ b| ≤ |a|+ |b| та max
X

(f(x)+

+g(x)) ≤ max
X

f(x) + max
X

g(x), а також властивiсть лiнiйностi iнтеграла
та похiдної.

б) На множинi Rm функцiя ‖x‖ =

(
m∑

i=1

i∑
j=1
|xj|3

)1
3

є визначеною скрiзь,

причому очевидно, що ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ Rm.
1) Запишемо формулу для ‖x‖ у iншiй формi

‖x‖ =
(
|x1|3 +

(|x1|3 + |x2|3
)

+ . . . +
(|x1|3 + |x2|3 + . . . + |xm|3

))1
3

=

(
m|x1|3 + (m− 1)|x2|3 + ... + |xm|3

)1
3

= 0 ⇐⇒ ∀i = 1,m |xi| = 0,

а, отже, x = θ.
2)

‖αx‖ = (m|αx1|3 + (m− 1)|αx2|3 + ... + |αxm|3)1
3 =

=
(
m|α|3|x1|3 + (m− 1)|α|3|x2|3 + ... + |α|3|xm|3

)1
3 =

= |α| (m|x1|3 + (m− 1)|x2|3 + ... + |xm|3
)1

3 = |α|‖x‖.
3)

‖x + y‖ =
(
m|x1 + y1|3 + (m− 1)|x2 + y2|3 + ... + |xm + ym|3

)1
3 =

=
(| 3
√

mx1 + 3
√

my1|3 + | 3
√

m− 1x2 + 3
√

m− 1y2|3 + ... + |xm + ym|3
)1

3 6

≤ (| 3
√

mx1|3 + | 3
√

m− 1x2|3 + ... + |xm|3
)1

3 +

+
(| 3
√

my1|3 + | 3
√

m− 1y2|3 + ... + |ym|3
)1

3 =

=
(
m|x1|3 + (m− 1)|x2|3 + ... + |xm|3

)1
3 +

+
(
m|y1|3 + (m− 1)|y2|3 + ...|ym|3

)1
3 = ‖x‖+ ‖y‖.
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Отже, ‖x‖ задає норму на Rm.
в) Для функцiї ‖x‖ виконуються всi аксiоми норми, але разом з цим во-

на норму не задає. Адже не для всiх елементiв x ∈ l2 функцiя
∞∑
i=1
|xi|

набуває скiнченних значень. Наприклад, для x =

(
1,

1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, ...

)
∈ l2

∞∑
i=1

1√
n

розбiжний, а тому ‖x‖ не є нормою в l2.

г) Якщо розглядати обмежену послiдовнiсть, яка складається лише з

вiд’ємних членiв
(
наприклад,

{
−1 +

1

n + 1
: n ∈ N

})
, то max

n∈N
xn = −1

2
<

0, тому ‖x‖ не задає норму на m.
Зауважимо, що навiть якби задати функцiю ‖x‖ = max

n∈N
|xn|, то вона

все одно не задавала б норму, адже не для всiх обмежених послiдовно-

стей iснує максимальний елемент, наприклад, ∃ max
n∈N

{
1− 1

n

}
.

Завдання 4. Дослiдити на збiжнiсть у нормованому просторi послi-
довнiсть {xn, n ∈ N} якщо:

a) E = C
′
[0,1], xn(t) = cos t− cos

t

n
;

б) E = L3[0, 1], xn(t) =
nt√

1 + n2

в) E = l2, xn =


0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,
1√

(n− 1)n
,

1√
n(n + 1)

, ...


 ;

г) E = C[0,1], xn(t) = e−nt;

д) E = l1, xn =


0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n

, 1,
1

2
,
1

3
, ...


 .

Розв’зання. а) На просторi C
′
[0,1] норму задаємо формулою:

‖x‖ = max
t∈[0,1]

|x(t)|+ max
t∈[0,1]

|x́(t)|

(перевiрку зробити читачу).
Знайдемо поточкову границю послiдовностi xn.

x0(t) = lim
n→∞

xn(t) = lim
n→∞

(
cos t− cos

t

n

)
= cos t− cos 0 = cos t− 1
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cos t− 1 ∈ C
′
[0,1], тому далi дослiдимо значення ‖xn − x0‖ .

‖xn − x0‖ =

∥∥∥∥cos t− cos
t

n
− cos t + 1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1− cos
t

n

∥∥∥∥ =

= max
t∈[0,1]

∣∣∣∣1− cos
t

n

∣∣∣∣ + max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣
(

1− cos
t

n

)′∣∣∣∣∣ .

Розглянемо обидва доданки в правiй частинi останньої рiвностi.(
1− cos

t

n

)′

=
1

n
sin

t

n
= 0 при

t

n
= πk. Позначимо tn = πnk, n ∈ N,

k ∈ Z.
Iз усiх значень tn промiжку [0, 1] належать тiльки t0 = 0.∣∣∣∣1− cos

t

n

∣∣∣∣
∣∣∣∣
t=0

= |1− 1| = 0,

∣∣∣∣1− cos
t

n

∣∣∣∣
∣∣∣∣
t=1

=

∣∣∣∣1− cos
1

n

∣∣∣∣ = 1− cos
1

n
.

Тому max
t∈[0,1]

∣∣∣∣1− cos
t

n

∣∣∣∣ = 1− cos
1

n
→ 0, при n →∞.

(
1− cos

t

n

)′′

=

(
1

n
sin

t

n

)′

=
1

n2 cos
t

n
= 0 при

t

n
=

π

2
+ πk, k ∈ Z;

tn =
π

2
n + πnk n ∈ N, k ∈ Z.

Жодне зi значень tn /∈ [0, 1], тому обчислюємо значення тiльки на кiнцях
промiжку.∣∣∣∣∣
(

1− cos
t

n

)′∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
t=0

=

∣∣∣∣
1

n
sin

t

n

∣∣∣∣
∣∣∣∣
t=0

= 0.

∣∣∣∣∣
(

1− cos
t

n

)′∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
t=1

=

∣∣∣∣
1

n
sin

t

n

∣∣∣∣
∣∣∣∣
t=1

=
1

n
sin

1

n
.

Тобто max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣
(

1− cos
t

n

)′∣∣∣∣∣ =
1

n
sin

1

n
→ 0, n →∞.

Таким чином, ‖xn − x0‖ → 0 при n → ∞, отже xn є збiжною в
C
′
[0,1].

б) Дослiджуючи на поточкову збiжнiсть xn, знайдемо:

x0(t) = lim
n→∞

xn(t) = lim
n→∞

nt√
n2 + 1

= t,

t ∈ L3[0, 1], тому є сенс дослiджувати числову послiдовнiсть {‖xn − x0‖} .

‖xn − x0‖ =
3

√∫ 1

0
|xn(t)− x0(t)|3 dt =

3

√∫ 1

0

∣∣∣∣
nt√

n2 + 1
− t

∣∣∣∣
3

dt =
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=

∣∣∣∣
n√

n2 + 1
− 1

∣∣∣∣
3

√∫ 1

0
t3dt =

∣∣∣∣∣
n−√n2 + 1√

n2 + 1

∣∣∣∣∣
3

√
t4

4

∣∣∣∣
1

0
=

1
3√4

∣∣∣∣∣
n−√n2 + 1√

n2 + 1

∣∣∣∣∣ .

Оскiльки

lim
n→∞

n−√n2 + 1√
n2 + 1

= − lim
n→∞

1√
n2 + 1(n +

√
n2 + 1)

= 0,

то ‖xn − x0‖ → 0 при n →∞, тобто xn є збiжною в L3[0, 1].

в) lim
n→∞

xn = lim
n→∞


0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,
1√

(n− 1)n
,

1√
n(n + 1)

, ...


 = (0, 0, . . .) .

Поточкова границя x0 = (0, 0, ...) ∈ l2, тому дослiджуємо

‖xn − x0‖ = ‖xn‖ =

√√√√
∞∑

k=n

(
x

(k)
n

)2
=

√√√√
∞∑

k=n

1

(k − 1)k
.

Даний вираз прямує до нуля як залишок збiжного ряду, тому i послiдов-
нiсть є збiжною.
г) Поточкова границя

x0(t) = lim
n→∞

e−nt =

{
0, t ∈ (0, 1];
1, t = 0.

Оскiльки x0(t) /∈ C[0,1], то дана послiдовнiсть не буде збiжною навiть
поточково.
д) Поточковою границею послiдовностi xn буде x0 = (0, 0, ...) ⊂ l1.

‖xn − x0‖ = ‖xn‖ =
∞∑

k=n+1

x(k)
n =

∞∑

k=n+1

1

k − n
−−−→
n→∞

∞

як залишок розбiжного ряду i тому збiжностi числової послiдовностi
{‖xn − 0‖} до нуля при n →∞ немає.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. На множинi X введено операцiї x⊕ y, λ⊗ x. Чи буде X
з такими операцiями утворювати лiнiйний простiр, якщо:

1. X = R+, x⊕ y = x + y, λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

31



2. X = R, x⊕ y = xy, λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

3. X = R, x⊕ y = max (|x| , |y|) , λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

4. X = R, x⊕ y = max (x, y) , λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

5. X = R, x⊕ y = xy, λ⊗ x = xλ, (λ ∈ R) ;

6. X = R, x⊕ y = x + y, λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

7. X = R, x⊕ y = max (|x| , |y|) , λ⊗ x = xλ, (λ ∈ R) ;

8. X = R+, x⊕ y = xy, λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

9. X = R+, x⊕ y = xy, λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

10. X = R+, x⊕ y = max (|x| , |y|) , λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) .

Завдання 2. Чи утворюють в лiнiйному просторi C[−1,1] пiдпростiр
такi множини:

1. двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї;

2. непарнi функцiї;

3. перiодичнi функцiї;

4. монотонно зростаючi функцiї;

5. функцiї, для яких x (0) = 0;

6. функцiї, для яких
∫ 1
−1 x (t) dt = 0;

7. функцiї, для яких
∫ 0
−1 x (t) dt =

∫ 1
0 x (t) dt;

8. квадратичнi функцiї;

9. многочлени фiксованого степеня;

10. монотоннi функцiї.

Завдання 3. Чи задає норму в лiнiйному просторi L функцiя ‖x‖ ,
якщо:

1. L = C[0,1], ‖x (t)‖ =
∫ 1

0 |p (t) x (t)| dt, p (t) ∈ C[0,1], p (t) 6≡ 0;

2. L = C2
[a,b], ‖x (t)‖ = |x′ (a)|+ |x′ (b)|+ max

t∈[a,b]
|x′′ (t)| ;
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3. L = Rm, ‖x‖ =
(∑m

i=1
∑i

k=1 x2
k

)1
2
;

4. L = C[0,1], ‖x (t)‖ =
(∫ 1

0 x2 (t) dt
)1

2
;

5. L = Rm, ‖x‖ =
(∑m

k=1 (αkxk)
2
)1

2
, α ∈ Rm;

6. L = C2
[a,b], ‖x (t)‖ =

∫ b

a |x (t)| dt + max
t∈[a,b]

|x′′ (t)| ;

7. L = C2
[a,b], ‖x (t)‖ = |x(a)|+ max

t∈[a,b]
|x′′ (t)| ;

8. L = C0(множина збiжних до нуля послiдовностей,) ‖x (t)‖ = max
k∈N

|xk| ;

9. L = Rm, ‖x‖ =
∑m

i=1
|xi|
2i

;

10. L = C(множина всiх збiжних послiдовностей,) ‖x (t)‖ = inf
k∈N

|xk| .

Завдання 4. Чи буде збiжною в нормованому просторi E послiдовнiсть
{xn, n ∈ N}, якщо:

1. E = l2, xn =


0, ..., 0,︸ ︷︷ ︸

n−1

1
n , 1

n+1 , ...


 ;

2. E = L2 [0, 1] , xn (t) = tn;

3. E = C
′
[0,1], xn (t) =

tn+1

n + 1
− tn

n
;

4. E = l2, xn =


1, 0, ..., 0,

1

n
,

︸ ︷︷ ︸
n

0, 0, ...


 ;

5. E = C[0,1], xn (t) = tn;

6. E = L2 [0, 1] , xn (t) = ntn;

7. E = L2 [0, 1] , xn (t) = sin t− sin
t

n
;

8. E = C
′
[0,1], xn (t) = sin t− sin

t

n
;
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9. E = L2 [0, 1] , xn (t) = ntn−1;

10. E = C(−∞,∞), xn (t) = 4

√
t4 +

1

n4 .
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3 Гiльбертiв простiр
Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Поняття евклiдового простору, гiльбертового простору.

2. Властивостi скалярного добутку.

3. Нерiвнiсть Кошi-Буняковського.

4. Iснування ортогональних базисiв, ортогоналiзацiя.

5. Iзоморфiзм гiльбертових просторiв.

6. Пiдпростори, ортогональнi доповнення, лiнiйний многовид.

7. Проекцiя елемента на пiдпростiр гiльбертового простору.

Теоретичнi вiдомостi

Одним iз способiв введення норми в лiнiйному просторi є введення в
ньому поняття скалярного добутку. Скалярним добутком двох елемен-
тiв x та y з лiнiйного простору H називається дiйсне число (x, y), що
задовольняє умовам:

1. (x, x) ≥ 0, причому (x, x) = 0 ⇔ x = θ;

2. ∀x, y ∈ H : (x, y) = (y, x) ;

3. ∀α ∈ R : (αx, y) = α (x, y) ;

4. ∀x, y, z ∈ H : (x + y, z) = (x, z) + (y, z) .

Якщо у дiйсному лiнiйному просторi H введено скалярний добуток,
то цей простiр називається евклiдовим. Комплексний лiнiйний простiр
H називається унiтарним, якщо кожнiй парi його елементiв x та y ста-
виться у вiдповiднiсть комплексне число (x, y) , й виконуються наступнi
умови:

1. (x, x) ≥ 0, причому (x, x) = 0 ⇔ x = θ;

2. ∀x, y ∈ H : (x, y) = (y, x),

3. ∀α ∈ C : (αx, y) = α (x, y) ;

4. ∀x, y, z ∈ H : (x + y, z) = (x, z) + (y, z) .
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У кожному евклiдовому чи унiтарному просторi H за допомогою ска-
лярного добутку можна ввести норму, поклавши ‖x‖ =

√
(x, x). Таким

чином дiйсний чи комплексний лiнiйний простiр H стає нормованим про-
стором. Якщо для нормованого простору норма визначається рiвнiстю
‖x‖ =

√
(x, x), то цю норму називають породженою скалярним добу-

тком. Щоб у нормованому просторi H можна було ввести скалярний до-
буток так, щоб вiн породжував норму, необхiдно i досить, щоб для всiх
його елементiв x та y виконувалась рiвнiсть:

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Ця рiвнiсть характеризує вiдому властивiсть паралелограма в евклiдо-
вому просторi.

Нескiнченно вимiрний простiр H зi скалярним добутком називається
гiльбертовим, якщо вiн є повним вiдносно норми, що породжена скаляр-
ним добутком(або є повним в розумiннi метрики ρ(x, y) = ‖x− y‖).

Кутом мiж ненульовими елементами евклiдового простору назива-

ється кут ϕ ∈ [0, π] такий, що cos ϕ =
(x, y)

‖x‖ ‖y‖ . Якщо cos ϕ = 0, то

елементи x та y називаються ортогональними (позначають x⊥y.) Оче-
видно, ортогональними є такi i тiльки такi елементи x, y ∈ H\ {0} , для
яких скалярний добуток (x, y) = 0.

Лiнiйним многовидом в гiльбертовому просторi H називається така
сукупнiсть L елементiв iз H, що якщо x, y ∈ L, то αx + βy ∈ L для
будь-яких чисел α i β. Замкнений лiнiйний многовид L в гiльбертовому
просторi H називається пiдпростором цього простору H.

Якщо елемент x ∈ H є ортогональним до всiх елементiв деякої мно-
жини L ⊂ H, то кажуть, що x ортогональний до L i позначають x⊥L.
Множина всiх елементiв x ∈ H, що ортогональнi до L, називається орто-
гональним доповненням до L i позначається L⊥. Вiдомо, що L⊥ завжди
є лiнiйним пiдпростором простору H, навiть якщо L i не є пiдпростором.
Якщо ж L – пiдпростiр, то має мiсце наступна властивiсть:

Нехай H – гiльбертiв простiр, L ⊂ H – пiдпростiр. Тодi H = L⊕L⊥,
тобто довiльний елемент x ∈ H єдиним чином зображається у виглядi
x = u + v, де u ∈ L, v ∈ L⊥. При цьому ρ (x, L) = ‖x− u‖ = ‖v‖ .
Елемент u називається проекцiєю елемента x на пiдпростiр L.

Якщо M – замкнена множина у гiльбертовому просторi H, то для
довiльного x /∈ H iснує єдиний елемент y ∈ M такий, що ρ (x,M) =
‖x− y‖ .

Система елементiв e1, e2, ... в евклiдовому (унiтарному) просторi на-
зивається ортогональною, якщо (ei, ej) = 0 при i 6= j i ортонормованою,
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якщо (ei, ej) =

{
1, i = j,
0, i 6= j.

Будь-яку систему x1, x2, ..., xn, ... лiнiйно незалежних елементiв мо-
жна перетворити в ортонормовану з допомогою процесу ортогоналiзацiї
Шмiдта. Покладемо e1 = x1

‖x1‖ . Нехай y2 = x2 − c21e1. Пiдберемо чи-
сло c21 так, щоб y2⊥e1. Очевидно, для цього треба взяти c21 = (x2, e1).
Покладемо e2 = y2

‖y2‖ . Нехай e1, e2, ... , en−1 уже побудованi. Вiзьмемо
yn = xn −

∑n−1
k=1 cnkek, де cnk = (xn, ek), i нарештi одержимо en = yn

‖yn‖ .

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Чи задають скалярний добуток у просторi R2 функцiї:

а) (x, y) = |x1 + y1| |x2 + y2| ;
б) (x, y) =

√
x2

1y
2
1 + x2

2y
2
2.

Розв’язання. У кожному випадку скалярний добуток (x, y) як функцiя
є визначеною на всiй множинi R2, тому необхiдно перевiрити аксiоми
скалярного добутку.
а)

(x, x) = |2x1| |2x2| = 4 |x1x2| ≥ 0.

Але для того, щоб (x, x) = 0 в нашому прикладi достатньо, щоб вико-
нувалась лише одна iз умов: x1 = 0 або x2 = 0. Тобто, можливо, що
(x, x) = 0, але x 6= θ. Отже, функцiя (x, y) не задає скалярного добутку
на R2.
б)

(x, x) =
√

x2
1x

2
1 + x2

2x
2
2 =

√
x4

1 + x4
2 ≥ 0.

Якщо (x, x) = 0 ⇒
√

x4
1 + x4

2 = 0 ⇒
{

x1 = 0;
x2 = 0,

⇒ x = θ. Навпаки,

при x = θ (x, x) = 0.

(x, y) =
√

x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2 =

√
y2

1x
2
1 + y2

2x
2
2 = (y, x).

(αx, y) =
√

(αx1)2y2
1 + (αx2)2y2

2 =
√

α2(x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2) =

= |α|
√

(x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2) = |α| (x, y) 6= α(x, y),
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тобто дана функцiя не задає скалярний добуток на R2.
Завдання 2. Нехай H – гiльбертiв простiр, норма в якому породжу-
ється скалярним добутком. Довести, що ∀x, y ∈ H

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)

(рiвнiсть паралелограма).
Розв’язання. Насамперед варто звернути увагу на те, що справжнiй
паралелограм довелося б розглядати лише у просторах R2 та R3(на пло-
щинi та у просторi). Тут вона бiльш звична нам у геометричнiй iнтер-
претацiї, вiдомiй зi шкiльного курсу математики: у будь-якому парале-
лограмi сума квадратiв довжин сторiн дорiвнює сумi квадратiв довжин
дiагоналей. Для всiх iнших множин H паралелограм суто умовний.

Той факт, що норма в H породжена скалярним добутком, означає, що
∀x ∈ H ‖x‖ =

√
(x, x). З огляду на цю властивiсть, запишемо ∀x, y ∈ H

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = (x + y, x + y) + (x− y, x− y) =

= (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) + (x, x)− (x, y)− (y, x) + (y, y) =

= 2 ((x, x) + (y, y)) = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Рiвнiсть доведено.
Завдання 3. Довести, що норма не породжується скалярним добу-
тком в просторах:

а) C[a,b],

б) lp, 1 ≤ p 6= 2.

Розв’язання. Використаємо результат попередньої задачi, i в обох ви-
падках пiдберемо елементи x та y так, щоб рiвнiсть паралелограма не
виконувалась.
а) Розглянемо конкретний простiр, наприклад, C[0,1]. Функцiї x (t) i y (t)
iз C[0,1] виберемо так, щоб одна з них була сталою, а друга – лiнiй-
ною, наприклад, нехай x (t) = 1, y (t) = t. При цьому x (t) + y (t) =
t + 1, x (t)− y (t) = 1− t.

В просторi C[a,b] – множинi неперервних на [a, b] функцiй, ми вводи-
ли норму ‖x‖ = max

t∈[a,b]
|x(t)|. Тодi норми одержаних функцiй: ‖x (t)‖ =

1, ‖y (t)‖ = 1, ‖x (t) + y (t)‖ = 2, ‖x (t)− y (t)‖ = 1. Пiдставимо одер-
жанi числа у рiвнiсть паралелограма, i одержимо: 22 + 12 6= 2

(
12 + 12

)
.

Оскiльки рiвнiсть паралелограма не виконується принаймнi для однiєї
пари функцiй, то норма не породжується скалярним добутком.
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Доцiльно зауважити, що ми довели потрiбне твердження, не задаю-
чи на множинi C[a,b] скалярного добутку. З огляду на це, задачу можна
було сформулювати так: довести, що на просторi C[a,b] не можна задати
скалярний добуток так, щоб вiн породжував норму.
б) На просторах lp виберемо наступнi елементи:

x = (1, 1, 0, 0, ...) , y = (1,−1, 0, 0, ...) .

При цьому одержимо x + y = (2, 0, 0, ...) , x− y = (0, 2, 0, 0, ...), а норми

елементiв x, y, x + y, x − y (враховуючи визначення ‖x‖ = p

√
∞∑

k=1
|xk|p)

дорiвнюватимуть

‖x‖ =
p
√

2, ‖y‖ =
p
√

2, ‖x + y‖ = 2, ‖x− y‖ = 2.

Пiдставляючи одержанi значення в рiвнiсть паралелограма, одержи-
мо спiввiдношення,

22 + 22 = 2
(
2

2
p + 2

2
p

)
,

8 = 4 · 2 2
p ,

що справедливе лише при p = 2. Тобто скалярний добуток не породжує
норми на lp.
Завдання 4. У гiльбертовому просторi H визначити ортогональне
доповнення L⊥, якщо:

а) H = l2, L = {x ∈ l2 : x = (ξ1, ξ2, ..., ξn, 0, 0, ...), ξi ∈ R+} (n –
фiксоване);

б) H = L2[−1, 1], L =

{
x(t) : x(t) = 0, t ∈

[
−1

3
;
1

3

]}
.

Розв’язання. а) Якщо y ∈ L⊥, то ∀x ∈ L (x, y) = 0. Крiм того, за
визначенням скалярний добуток

(x, y) =
∞∑

k=1

xkyk = ξ1y1 + ξ2y2 + ... + ξnyn = 0,

якщо тiльки yk = 0 ∀k = 1, n. Тобто

L⊥ =



y ∈ l2 : y =


0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n

, yn+1, yn+2, ...


 , yn+1, yn+2, . . .− будь-якi.




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б) Скалярний добуток в просторi L2[−1, 1]

(x, y) =

∫ 1

−1
x(t)y(t)dt =

∫ − 1
3

−1
x(t)y(t)dt+

∫ 1
3

− 1
3

x(t)y(t)dt+

∫ 1

1
3

x(t)y(t)dt =

=

∫ 1
3

−1
x(t)y(t)dt +

∫ 1

1
3

x(t)y(t)dt = 0

якщо виконується умова y(t) = 0 ∀t ∈
[
−1;−1

3

]
∪

[
1

3
; 1

]
. Тобто

L⊥ =

{
y ∈ L2[−1; 1] : y(t) = 0 ∀t ∈

[
−1;−1

3

]
∪

[
1

3
; 1

]}
.

Завдання 5.Знайти проекцiю елемента x(t) = sin
π

2
t iз простору L2[0, 1]

на пiдпростiр L цього простору, породжений елементами a1(t) = 1,
a2(t) = t, a3(t) = t2.
Розв’язання. Кожен елемент простору L зображається у виглядi u =
c0 + c1t + c2t

2, де c0, c1, c2 – дiйснi числа. Щоб рiзниця x− u була орто-
гональна до будь-якого елемента v ∈ L, достатньо щоб ця рiзниця була
ортогональною до базисних елементiв пiдпростору L, тобто до елементiв
1, t, t2. Тому розглянемо систему скалярних добуткiв:




(
sin

π

2
t− c0 − c1t− c2t

2, 1
)

= 0;(
sin

π

2
t− c0 − c1t− c2t

2, t
)

= 0;(
sin

π

2
t− c0 − c1t− c2t

2, t2
)

= 0.

Користуючись властивостями скалярного добутку, запишемо дану систе-
му у виглядi 




(
c0 + c1t + c2t

2, 1
)

=
(
sin

π

2
t, 1

)
;

(
c0 + c1t + c2t

2, t
)

=
(
sin

π

2
t, t

)
;

(
c0 + c1t + c2t

2, t2
)

=
(
sin

π

2
t, t2

)
.

Звiдси одержимо



c0

1∫
0

dt + c1

1∫
0

tdt + c2

1∫
0

t2dt =
1∫
0

sin
π

2
tdt;

c0

1∫
0

tdt + c1

1∫
0

t2dt + c2

1∫
0

t3dt =
1∫
0

t sin
π

2
tdt;

c0

1∫
0

t2dt + c1

1∫
0

t3dt + c2

1∫
0

t4dt =
1∫
0

t2 sin
π

2
tdt.
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Обчислимо всi iнтеграли, якi фiгурують у цiй системi:
1∫
0

dt = 1,
1∫
0

tdt =

1

2
,

1∫
0

t2dt =
1

3
,

1∫
0

t3dt =
1

4
,

1∫
0

t4dt =
1

5
,

1∫
0

sin
π

2
tdt =

2

π
,

1∫
0

t sin
π

2
tdt =

4

π2 ,
1∫
0

t2 sin
π

2
tdt =

8π − 16

π3 .

Таким чином, система набуде вигляду системи лiнiйних рiвнянь вiдносно
коефiцiєнтiв c0, c1, c2 :





c0 +
1

2
c1 +

1

3
c2 =

2

π
;

1

2
c0 +

1

3
c1 +

1

4
c2 =

4

π2 ;

1

3
c0 +

1

4
c1 +

1

5
c2 =

8π − 16

π3 .

Розв’яжемо її методом Гаусса:



1
1

2

1

3
1

2

1

3

1

4
1

3

1

4

1

5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

π
4

π2
8π − 16

π3



⇒




1
1

2

1

3

0
1

12

1

12

0
1

12

4
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

π
4− π

π2

8π − 16− 2π2

π3



⇒

⇒




1
1

2

1

3

0
1

12

1

12

0 0
1

180

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

π
4− π

π2

4π − 16− π2

π3




.





c0 +
1

2
c1 +

1

3
c2 =

2

π
;

1

12
c1 +

1

12
c2 =

4− π

π2 ;

1

180
c2 =

4π − 16− π2

π3 ;

⇒





c2 =
180

(
4π − 16− π2

)

π3 ;

c1 =
168π2 − 472π + 2080

π3 ;

c0 =
66π2 − 256π + 960

π3 .

Таким чином, проекцiя елемента sin
π

2
t на пiдпростiр, породжений еле-

ментами 1, t, t2 визначається так:

u(t) =
180

(
4π − 16− π2

)

π3 t2+
168π2 − 472π + 2080

π3 t+
66π2 − 256π + 960

π3 .
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Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Чи задає скалярний добуток в просторi R2 наступна
функцiя:

1. (x, y) = (x1 + y1) (x2 + y2) ;

2. (x, y) = (x1 + x2) (y1 + y2) ;

3. (x, y) = |x1 + x2| |y1 + y2| ;
4. (x, y) = x1y2;

5. (x, y) = (x1 + y1)
2 (x2 + y2)

2 ;

6. (x, y) = |x1|+ |x2|+ |y1|+ |y2| ;
7. (x, y) = (x1 + y1)

2 + (x2 + y2)
2;

8. (x, y) =
√

x1y1 + x2y2;

9. (x, y) = x1 + y2;

10. (x, y) = x1x2 + y1y2.

Завдання 2. У просторi H знайти L⊥, якщо:

1. H = L2 [−1, 1] , L = {x (t) = ct, c ∈ R} ;

2. H = l2, L =






1, 1, ...1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, 0, ...






(n – фiксоване число);

3. H = L2 [−1, 1] , L =

{
x (t) : x (t) = 0 ∀t ∈

[
−1

2
,
1

2

]}
;

4. H = l2, L = {x ∈ l2 : x = (ξ1, 0, ξ3, 0, ξ5, ...) , ξ2n−1 ∈ R, n ∈ N} ;

5. H = l2, L = {x ∈ l2 : x = (ξ1, 0, 0, 0, ...) , ξ1 ∈ R} ;

6. H = L2 [−π, π] , L = {x (t) = cos nt, n ∈ N} ;

7. H = l2, L =






1, 0, 0, ...1︸ ︷︷ ︸

2n+1

, 0, 0, ...


 , n ∈ N



 ;
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8. H = l2, L =






1, 0, 1, 0, ...1, 0︸ ︷︷ ︸

2n

, ξ2n+1, ξ2n+2, ...


 , ξ2n+1, ξ2n+1, . . . ∈ R,

n ∈ N} ;

9. H = l2, L = {x ∈ l2 : x = (ξ1, 0, 0, 0, ...) , ξ1 ∈ R} ;

10. H = L2 [−π, π] , L = {x (t) = sin nt, n ∈ N} .

Завдання 3. Знайти проекцiю елемента x iз гiльбертового простору H
на його пiдпростiр, породжений елементами a1, a2, a3, якщо:

1. x (t) = 3
√

1 + t, H = L2 [0, 1], a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

2. x (t) = sin πt, H = L2 [0, 1], a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

3. x (t) = et − 2, H = L2 [0, 1], a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

4. x = (1, 1, 2, 1, 0, 0, ...), H = l2, a1 = (3, 0, 0, ...) , a2 = (1, 1, 0, 0, ...) ,
a3 = (2, 1, 2, 0, 0, ...) ;

5. x = (2, 3, 2, 3, 0, 0, ...), H = l2, a1 = (1, 0, 0, 0, ...) ,
a2 = (1, 1, 1, 0, 0, ...) , a3 = (0,−1, 1, 0, 0, ...) ;

6. x = (5, 4, 3, 2, 0, 0, ...), H = l2, a1 = (0, 0, 1, 0, 0, ...) ,
a2 = (0, 1, 1, 0, 0, ...) , a3 = (1, 0, 2, 0, 0, ...) ;

7. x (t) = (t− 1)2, H = L2 [0, 1] , a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

8. x (t) = ch t, H = L2 [0, 1] , a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

9. x = (−2, 2,−2, 2, 0, 0, ...), H = l2, a1 = (0, 1, 2, 3, 0, 0, 0, ...) ,
a2 = (0, 0,−1, 3, 0, 0, ...) , a3 = (0, 0, 0, 6, 0, 0, 0, ...) ;

10. x = (5, 4, 3, 2, 0, 0, ...), H = l2, a1 = (0, 0, 1, 0, 0, ...) , a2 = (0, 1, 1, 0, 0, ...) ,
a3 = (1, 0, 2, 0, 0, ...) .
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4 Лiнiйнi функцiонали i лiнiйнi оператори.
Простори операторiв

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Лiнiйнi неперевнi функцiонали. Норма функцiонала.

2. Лiнiйнi неперевнi оператори. Норма оператора.

3. Спряженi простори. Сильна топологiя в спряженому просторi.

4. Слабка топологiя i слабка збiжнiсть в лiнiйному топологiчному
просторi.

5. Слабка топологiя в спряженому просторi.

6. Приклади лiнiйних функцiоналiв i лiнiйних операторiв.

7. Простiр операторiв. Обернений оператор, оборотнiсть.

Теоретичнi вiдомостi

Числова функцiя f, визначена на деякому лiнiйному просторi L, на-
зивається функцiоналом. Функцiонал, визначений в дiйсному лiнiйному
просторi називається лiнiйним, якщо f(αx + βy) = αf(x) + βf(y) для
∀x, y ∈ L, ∀α, β ∈ R.

Функiонал f, визначений на топологiчному лiнiйному просторi E, на-
зивається неперервним на E, якщо ∀ε > 0 ∀x0 ∈ E знайдеться окiл U
елемента x0 такий, що |f(x)− f(x0)| < ε для ∀x ∈ U.

Для неперервного лiнiйного функцiонала f в нормованому просторi
E число ‖f‖ = sup

‖x‖≤1
|f(x)| називається нормою функцiонала f.

Вiдображення A : X → Y називається лiнiйним оператором, що дiє
iз лiнiйного топологiчного простору X в лiнiйний топологiчний простiр
Y, якщо виконуються такi умови:

1. (∀x, y ∈ X) A (x + y) = Ax + Ay;

2. (∀x ∈ X) (∀α ∈ R) A (αx) = αAx.

Iнодi цi двi умови замiнюють на одну, бiльш загальну:

(∀x, y ∈ X) (∀α, β ∈ R) A (αx + βy) = αAx + βAy.
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Областю визначення оператора A є сукупнiсть D всiх тих x ∈ X,
для яких оператор A заданий. Вважають, що D – лiнiйний многовид,
причому не вимагається виконання рiвностi D = X.

Оператор A : X → Y називається обмеженим, якщо
(∃C ∈ R+)

(∀x ∈ X) ‖Ax‖ ≤ C ‖x‖ .

Оператор A : X → Y називається неперервним у точцi x0 ∈ X, якщо

(∀ε > 0) (∃δε > 0) (∀x ‖x− x0‖ < δ) ⇒ (‖A (x− x0)‖ < ε) .

Якщо оператор є лiнiйним i обмеженим, то вiн неперервний.
Для будь-якого обмеженого оператора A, що дiє iз нормованого про-

стору в нормований

‖A‖ = sup
x∈X:‖x‖<1

‖Ax‖
‖x‖ = sup

x∈X:‖x‖>1

‖Ax‖
‖x‖ .

Таким чином, лiнiйним неперервним функцiоналом називається лi-
нiйний неперервний оператор f : X → R. Оскiльки функцiонал – особ-
ливий вид оператора, то всi твердження, сформульованi для операторiв,
справедливi i для функцiоналiв.

Для лiнiйних функцiоналiв, заданих в лiнiйному просторi E, визна-
чають операцiї додавання i множення їх на число так: сумою f1 + f2
двох лiнiйних функцiоналiв f1 i f2 на лiнiйному просторi E називають
такий функцiонал f = f1 + f2, для якого ∀x ∈ E справедлива рiвнiсть
f(x) = f1(x) + f2(x), а добутком α · f лiнiйного функцiонала f на число
α називається функцiонал f(x) = α · f(x) ∀x ∈ E.

Зауважимо, що рiвностi, якими визначається сума двох функцiоналiв
i добуток функцiонала на число α, можуть бути записанi так:

(f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x), (αf)(x) = αf(x).

Сукупнiсть всiх неперервних лiнiйних функцiоналiв, заданих на де-
якому топологiчному лiнiйному просторi E, утворюють лiнiйний простiр.
Цей лiнiйний простiр називається спряженим до простору E i познача-
ється символом E∗.

Серед рiзних способiв введення топологiї в спряженому просторi E∗

важливими є сильна i слабка топологiї.
Для неперервних лiнiйних функцiоналiв, визначених в нормованих

просторах E, норма функцiонала ‖f‖ = sup
‖x‖≤1

|f(x)| задовольняє всiм
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вимогам, що мiстяться у визначеннi нормованого простору. Тобто, спря-
женому простору E∗ притаманна структура нормованого простору. То-
пологiя в E∗, що вiдповiдає введенiй вище нормi, називається сильною
топологiєю в E∗.

Структура простору H∗, спряженого до гiльбертового H, стає оче-
видною, сформулювавши таку теорему: для кожного неперервного лi-
нiйного функцiонала f, заданого в дiйсному гiльбертовому просторi H,
iснує єдиний елемент x0 ∈ H, такий, що f(x) = (x, x0) ∀x ∈ H, причо-
му ‖f‖ = ‖x0‖. I навпаки. Якщо x0 ∈ H, тодi формула f(x) = (x, x0)
визначає такий неперервний лiнiйний функцiонал f, що ‖f‖ = ‖x0‖.

Нехай E – лiнiйний топологiчний простiр, на якому задана сукупнiсть
всiх неперервних функцiоналiв {f} . Виберемо скiнченне число функцiо-
налiв: f1, f2, . . . , fn, n ∈ N. Для ∀ε > 0 множина {x ∈ E| |fi(x)| < ε} , i =
1, 2, . . . , n, є вiдкритою в просторi E i, очевидно, є деяким околом нульо-
вого елемента E. Топологiя в E, для якої сукупнiсть {x ∈ E| |fi(x)| < ε} ,
i = 1, 2, . . . , n, є визначальною системою околiв нуля, називається слаб-
кою топологiєю в просторi E. Якщо E нормований простiр, то слабка то-
пологiя в E задовольняє аксiомi вiддiльностi Хаусдорфа. Збiжнiсть в E,
що визначається слабкою топологiєю, називається слабкою збiжнiстю.
Iнакше поняття слабкої збiжностi формулюється так: послiдовнiсть (xn)
елементiв iз E називається слабко збiжною до елемента x0 ∈ E, якщо
для будь-якого неперервного лiнiйного функцiонала ϕ(x), заданого на E,
числова послiдовнiсть (ϕ(xn)) збiжна до ϕ(x0). Кожна слабко збiжна по-
слiдовнiсть елементiв у нормованому просторi є обмеженою. Прийнявши
за систему околiв нуля сукупнiсть множин виду {f | |f(x)| < ε, x ∈ A} ,
де A – довiльна обмежена множина в E, а ε – будь-яке додатне число,
тодi в спряженому просторi E∗ ми дiстанемо топологiю, яка називається
сильною. Якщо ж замiсть всiх обмежених множин в E розглядати всi
скiнченнi пiдмножини A ⊂ E, тодi ми матимемо слабку топологiю в
спряженому просторi E. Оскiльки кожна скiнченна множина A ⊂ E
обмежена (але не навпаки), тому слабка топологiя простору E∗ є слаб-
шою нiж сильна топологiя.

Слабка збiжнiсть послiдовностi (ϕn) лiнiйних функцiоналiв у спря-
женому просторi E∗ є збiжнiстю на кожному фiксованому елементi iз
E :

ϕn(x)
x∈E−−→ ϕ(x) при n →∞, де ϕn, ϕ ∈ E∗.

В спряженому просторi E∗ послiдовнiсть (ϕn), яка є збiжною в силь-
нiй топологiї, є збiжною i в слiбкiй топологiї (але не навпаки).

Розглянемо приклади лiнiйних неперервних функцiоналiв в основних
просторах:
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1. R : f (x) = ax, a ∈ R. При цьому ‖f‖ = |a| .
2. Rn : f (x) =

∑n
k=1 akxk, (a1, a2, ..., an) ∈ Rn. ‖f‖ =

√∑n
k=1 a2

k.

3. lp (p > 1) : будь-який неперервний лiнiйний функцiонал визначе-
ний в просторi lp зображується у виглядi f (x) =

∑∞
k=1 akxk, (a1,

a2, ..., an, ...) ∈ lq,

(
1

p
+

1

q
= 1

)
. ‖f‖ = q

√∑∞
k=1 |ak|q, де q =

p

1− p
.

Простiр, спряжений до простору lp, є iзометричним простору lq.

4. l1 : Кожний неперервний лiнiйний функцiонал f в просторi l1 зоб-
ражується у видi f (x) =

∑∞
k=1 akxk, (a1, a2, ..., an, ...) – обмежена

послiдовнiсть. Тодi ‖f‖ = sup
n∈N

|an| < +∞. Спряжений простiр до l1

є iзометричним простору m (простiр m – це множина, що утворена
зi всiляких обмежених числових послiдовностей).

5. Lp [a, b] (p > 1) : f (x) =
∫ b

a a (t) x (t) dt, x(t) ∈ Lp[a, b] a (t) ∈
Lq [a, b] ,

(
1

p
+

1

q
= 1

)
. При цьому ‖f‖ = q

√∫ b

a |a (t)|q dt. Спряже-

ний простiр до Lp[a, b] iзометричний простору Lq[0, 1].

6. L1 [a, b] : неперервний лiнiйний функцiонал в цьому просторi зобра-
жається у виглядi f (x) =

∫ b

a a (t) x (t) dt, a (t) – обмежена функцiя
майже скрiзь на [a, b]. ‖f‖ = sup

x∈[a,b]
|a (t)| . Спряжений простiр до

простору L1[0, 1] iзометричний простору M [a, b] – сукупностi всiх
вимiрних i обмежених майже скрiзь на [a, b] функцiй.

7. C[a,b] : неперервний лiнiйний функцiонал в даному просторi визна-
чається так: f (x) =

∫
[a,b] x (t) d (g (t))(в розумiннi iнтеграла Стiль-

тьєса), де g (t) – функцiя обмеженої варiацiї. У цьому випадку
‖f‖ = V arb

a |a (t)| . Спряжений простiр до простору C[a,b] iзометри-
чний пiдпростору V0[a, b] ⊂ V [a, b] – множина всiх функцiй обме-
женої варiацiї, причому ∀g(t) ∈ V0[a, b] виконуються такi умови:

g(0) = 0, g(t) =
1

2
[g(t + 0) + g(t− 0)] при t ∈ [a, b].

Розглянемо приклади лiнiйних операторiв.

1. Нехай E – лiнiйний топологiчний простiр. Покладемо Ax = x для
кожного x ∈ E. Такий оператор, що вiдображає кожен елемент
простору в себе, називається одиничним.
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2. Нехай E1 i E2 – довiльнi лiнiйнi топологiчнi простори. I нехай Ox =
θ для всiх x ∈ E1, де θ – нельовий елемент простору E2. Тодi O
називається нульовим оператором.

3. Розглянемо загальний вигляд лiнiйного оператора, що вiдображає
скiнченновимiрний простiр в скiнченновимiрний: A : Rn → Rm

(вiдповiдно в Rn базисом є сукупнiсть елементiв e1, e2, . . . , en, а в
просторi Rm – базис f1, f2, . . . , fm.) Кожен вектор x iз Rn зображу-

ється у виглядi: x =
n∑

i=1
xiei, де xi – якiсь коефiцiєнти. Iз лiнiйностi

оператора A Ax =
n∑

i=1
xiAei. Таким чином, якщо вiдомо, що є

образами базисних векторiв e1, e2, . . . , en при вiдображеннi A, то-
дi оператор A визначений. Розглянемо далi зображення векторiв

Aei за базисом f1, f2, . . . , fm : Aei =
m∑

k=1
aki · fk, де i = 1, 2, . . . , n,

aki – якiсь числа. Таким чином оператор A визначається матрицею
коефiцiєнтiв 



a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 am3 . . . amn


 . (2)

Звiдси робимо висновок: образом простору Rn в просторi Rm є
лiнiйний пiдпростiр, розмiрнiсть якого дорiвнює рангу матрицi (2)
(у будь-якому випадку розмiрнiсть пiдпростору в Rm є не вищою
n.)

Очевидно, кожен лiнiйний оператор, що задається в скiнченнови-
мiрному просторi, є неперервним оператором.

4. Нехай H1 – деякий пiдпростiр гiльбертового простору H. Кожен
елемент h ∈ H зобразимо у виглядi суми h = h1 + h2, де h1 ∈ H1,
h2 ∈ H⊥

1 – ортогональному доповненню пiдпростору H1. Iншими
словами, зображуємо простiр H у виглядi прямої суми пiдпросто-
ру H1 та його ортогонального доповнення. Позначимо символом
P оператор, який вiдображає кожен елемент h ∈ H в елемент
h1 ∈ H1, тобто Ph = h1. Цей оператор називається оператором ор-
тогонального проектування або ортопроектором простору H на
пiдпростiр H1.

Лiнiйнiсть i неперевнiсть цього оператора P перевiряється безпосе-
редньо.
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5. Розглянемо в просторi C[a,b] оператор, що визначається формулою
φ(x) =

∫ b

a K(x, t)ϕ(t)dt, де ϕ(t) ∈ C[a,b], K(x, t) – фiксована непе-
рервна функцiя вiд (x, t) ∈ [a, b]× [a, b]. Очевидно, що цей оператор
неперевний у випадках коли в просторi C[a,b] визначається норма
‖ϕ‖ = max

a≤t≤b
|ϕ(t)|, або коли в просторi C2

[a,b] норма вводиться так:

‖ϕ‖ =
(∫ b

a ϕ2(t)dt
) 1

2

.

6. Важливим прикладом є диференцiальний оператор, який визна-
чений, очевидно, не на всьому просторi C[a,b], а лише на лiнiйно-
му многовидi неперервно-диференцiйовних на [a, b] функцiй. Опе-
ратор диференцiювання можемо розглядати як оператор, що вiд-
ображає простiр D1 – простiр неперевно-диференцiйовних на [a, b]
функцiй в простiр C[a,b]. В просторi D1 задаємо норму так: ‖ϕ‖1 =

max
t∈[a,b]

|ϕ(t)|+ max
t∈[a,b]

|ϕ′
(t)|. Очевидно, що в цьому просторi D1 опера-

тор диференцiювання D є лiнiйним i неперервним. Вiн вiдображає
простiр D1 на весь простiр C[a,b].

Якщо ж оператор D визначати в пiдпросторi неперервно-диференцi-
йовних функцiй iз C[a,b], то, очевидно, вiн є лiнiйним, але не є непе-
рервним. Наприклад, розглянувши збiжну до нуля в метрицi про-

стору C[a,b] функцiональну послiдовнiсть ϕn(t) =
sin nt

n
, маємо вiд-

повiдну послiдовнiсть функцiй Dϕn(t) = cos nt, яка не є збiжною
на [a, b]. Оператор D, що дiє з простору D1 в простiр C[a,b], визна-
чений на всьому просторi D1 i є неперервним, але не до кожної
функцiї ϕ(t) ∈ D1 можемо застосувати цей оператор D двiчi. Тому
розглядають оператор D в просторi нескiнченно диференцiйовних
функцiй на [a, b], який позначають символом D∞. В просторi D∞
топологiя визначається системою норм:

‖ϕ‖n = sup
t∈[a,b] n∈N

{
|ϕ(t)|, |ϕ′

(t)|, . . . , |ϕ(n)(t)|
}

.

Оператор диференцiювання вiдображає простiр D∞ в себе.

Зауважимо, що простiр D∞ є достатньо вузьким в порiвняннi з
простором D1.

Можливiсть розглядати оператор диференцiювання D в значно
ширших просторах i поряд з цим забезпечувати неперервнiсть цьо-
го оператора D з’являється при вивченнi узагальнених функцiй, в
просторi яких теж визначається диференцiювання функцiй.
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Лiнiйнi неперервнi оператори A : X → Y утворюють лiнiйний про-
стiр, на якому операцiї додавання i множення на число визначаються
так:

(A + B) x = Ax + Bx (∀x ∈ X) ,

(αA) x = αAx (∀x ∈ X, ∀α ∈ R) .

При цьому виконуються всi аксiоми лiнiйного простору.
Розглянемо послiдовнiсть операторiв An : X → Y . Така послiдовнiсть

називається збiжною до A : X → Y , якщо

(∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n ≥ nε) : (‖An − A‖ < ε) .

Нехай A : X → Y – оператор, що дiє iз простору X в проcтiр Y,
DA – область визначення оператора A, RA – область значень оператора
A. Очевидно, DA ⊂ X, RA ⊂ Y. Оператор A називається оборотним,
якщо для будь-якого y ∈ RA операторне рiвняння Ax = y має єдиний
розв’язок.

Оператор A−1 : Y → X називається оберненим до A : X → Y , якщо
∀x ∈ X A−1 (Ax) = x.

Множина KerA
def
= {x ∈ X : Ax = θ} називається ядром оператора А.

Обернений операторA−1 до оператора А iснує тодi i тiльки тодi, коли
KerA = {θ}.

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Перевiрити лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайти норму
оператора A(якщо вiн є лiнiйним i неперервним):

a) A : C[0,1] → C[0,1], Ax (t) =
∫ 1

0 e3t−2sx (s) ds;

б) A : l2 → l2, Ax = (x1 + x2, 0, x3 + x4, 0, x5 + x6, 0, ...);

в) A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax (t) = tx (t) .

Розв’язання. а) Перевiримо умову лiнiйностi : ∀x (t) , y (t) ∈ C[0,1], ∀α, β ∈
R

A (αx (t) + βy (t)) =

∫ 1

0
e3t−2s (αx (s) + βy (s)) ds =

= α

∫ 1

0
e3t−2sx (s) ds + β

∫ 1

0
e3t−2sy (s) ds = αAx (t) + βAy (t) ,

тобто оператор є лiнiйним.
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Щоб довести неперервнiсть оператора, скористаємося вiдомою вла-
стивiстю, згiдно якої лiнiйний обмежений оператор є неперервним. Пе-
ревiримо обмеженiсть оператора A :

‖Ax (t)‖ = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣
∫ 1

0
e3t−2sx (s) ds

∣∣∣∣ ≤ max
t∈[0,1]

∫ 1

0

∣∣e3t−2s
∣∣ · |x (s)| ds ≤

≤ max
t∈[0,1]

∫ 1

0
e3t−2s max

s∈[0,1]
|x (s)| ds = ‖x (t)‖ max

t∈[0,1]

∫ 1

0
e3t−2sds =

= ‖x (t)‖ max
t∈[0,1]

e3t e−2s

−2

∣∣∣∣
1

0
=

1− e−2

2
‖x (t)‖ max

t∈[0,1]
e3t =

e3 − e

2
‖x (t)‖ . (3)

Таким чином ∀x (t) ∈ C[0,1] ‖Ax (t)‖ ≤ e3 − e

2
· ‖x (t)‖ , тобто оператор A

обмежений.
Якщо тепер нам вдасться пiдiбрати функцiю x∗ (t) ∈ C[0,1], для якої

остання нестрога нерiвнiсть перетворювалася б у рiвнiсть, цим самим

буде доведено, що ‖A‖ =
e3 − e

2
.

Виберемо функцiю x∗ (t) так, щоб у ланцюжку перетворень (3) збе-
рiгалися лише рiвностi, тобто такою, щоб ∀t ∈ [0, 1] x (t) = ‖x (t)‖. Цiй
умовi задовольняє будь-яка додатна стала функцiя, наприклад, x∗ (t)=1.

При цьому ‖Ax∗ (t)‖ =
e3 − e

2
‖x∗ (t)‖ i ‖A‖ =

e3 − e

2
=

1

2
e(e2 − 1).

б) Очевиднi такi рiвностi(враховуючи вiдповiднi операцiї в просторi l2):

A(αx + βy) =

= (αx1 + βy1 + αx2 + βy2, 0, αx3 + βy3 + αx4 + βy4, 0, ...) =

= (α(x1 + x2) + β(y1 + y2), 0, α(x3 + x4) + β(y3 + y4), 0, ...) =

= α(x1 + x2, 0, x3 + x4, 0...) + β(y1 + y2, 0, y3 + y4, 0, ...).

Отже, оператор A – лiнiйний.
Обмеженiсть оператора A отримаємо з визначення норми елемента

Ax ∈ l2 :

‖Ax‖ =
√

(x1 + x2)2 + (x3 + x4)2 + (x5 + x6)2 + ... ≤

≤
√

2x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 2x2

4 + ... ≤
√

2

√√√√
∞∑

k=1

x2
k =

√
2‖x‖, (4)

тобто оператор A обмежений, а це й означає його неперервнiсть.
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Виберемо в просторi l2 такий елемент x∗, щоб скрiзь у перетвореннях
(4) зберiгалася рiвнiсть: x∗ = (1, 1, 0, 0, ...), тодi ‖x∗‖ =

√
2, Ax∗ =

(2, 0, 0, ...), ‖Ax∗‖ = 2. Таким чином 2 = ‖Ax∗‖ =
√

2‖x∗‖, iнакше
кажучи, ‖A‖ =

√
2.

в) Лiнiйнiсть оператора є очевидною:

∀x (t) , y (t) ∈ L2 [0, 1] , ∀α, β ∈ R

A (αx (t) + βy (t)) = αtx (t) + βty (t) = αAx (t) + βAy (t) .

Для доведення неперервностi оператора скористаємося тiєю ж вла-
стивiстю, що i в попереднiх прикладах: з обмеженостi лiнiйного опера-
тора випдиває його неперервнiсть.

‖Ax (t)‖ =

√∫ 1

0
t2x2 (t) dt ≤

√∫ 1

0
x2 (t) dt = ‖x (t)‖ . (5)

Це означає, що оператор A обмежений, причому ‖A‖ ≤ 1.
Знову, як i у попереднiх прикладах, пiдберемо елемент, при якому в

перетвореннi 5 зберiгалася б рiвнiсть. Але на вiдмiну вiд попереднiх ви-
падкiв, пiдбиратимемо не один елемент x∗ (t), а цiлу послiдовнiсть x∗n (t)
так, щоб виконувалася збiжнiсть ‖Ax∗n (t)‖ − ‖x∗n (t)‖ −−−→

n→∞
0.

Нехай x∗n (t) =
√

2n + 1tn. Тодi ‖x∗n (t)‖ =
√∫ 1

0 (2n + 1) t2ndt = 1,

‖Ax∗n (t)‖ =

√∫ 1

0
(2n + 1) t2n+2dt =

√
2n + 1

2n + 3
−−−→
n→∞

1.

Завдання 2. Показати, що оператор A : X → C[0,1], де Ax (t) =
dx (t)

dt
,

а X – простiр C
′
[0,1] iз нормою ‖x (t)‖ = max

t∈[0,1]
|x (t)| не є неперервним.

Разом iз цим, той самий оператор неперервно дiє з C
′
[0,1] в C[0,1].

Розв’язання. Оскiльки неперервнiсть лiнiйного оператора еквiвалентна
його обмеженостi, то на першому етапi задачi достатньо показати, що
оператор A є необмеженим. Для цього можна, наприклад, вказати таку
послiдовнiсть {xn} ⊂ X, щоб ‖xn‖ = 1, але ‖Axn‖ −−−→

n→∞
∞; або ж таку,

щоб ‖xn‖ −−−→
n→∞

0, але ‖Axn‖ ≥ const > 0.

Розглянемо послiдовнiсть xn (t) =
1

n
sin nt. ‖xn (t)‖X = max

t∈[0,1]

∣∣∣∣
1

n
sin nt

∣∣∣∣ ≤
1

n
, тобто ‖xn‖ −−−→

n→∞
0. Але поряд iз цим Axn (t) = cos nt, i ‖Axn (t)‖ =

max
t∈[0,1]

|cos nt| = 1. Таким чином, оператор A необмежений.
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Нехай тепер оператор А дiє з простору C
′
[0,1], норма на якому, як

вiдомо, дорiвнює ‖x (t)‖ = max
t∈[0,1]

|x (t)|+ max
t∈[0,1]

|x′ (t)| в C[0,1]. Тодi

‖Ax (t)‖ = max
t∈[0,1]

|x′ (t)| ≤ max
t∈[0,1]

|x (t)|+ max
t∈[0,1]

|x′ (t)| = ‖x (t)‖ .

Це означає, що ‖A‖ ≤ 1. Виберемо послiдовнiсть
{

x∗n (t) =
tn

n + 1

}
. Для

таких функцiй

‖x∗n (t)‖ = max
t∈[0,1]

tn

n + 1
+ max

t∈[0,1]

n

n + 1
tn−1 =

1

n + 1
+

n

n + 1
= 1.

В той же час

‖Ax∗n (t)‖ = max
t∈[0,1]

n

n + 1
tn =

n

n + 1
−−−→
n→∞

1.

Отже, у другому випадку оператор A неперервний i ‖A‖ = 1.
Завдання 3. Перевiрити лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайти норми
наступних функцiоналiв:

а) f : L2[0, 1] → R, f(x) =
∫ 1

2

0 tx(t2)dt;

б) f : l3 → R : f(x) = 3x2 + 7x4.

Розв’язання. а) Простiр Lp[0, 1] є множина всiх функцiй x(t), t ∈ [0, 1],

для яких
∫ 1

0 |x(t)|pdt < ∞, p ≥ 1. Вiдомо, що прикладом загального,
лiнiйного, неперервного функцiонала в просторi L2[a, b] є такий:

f(x) =

∫ b

a

x(t)g(t)dt,

де x(t) ∈ L2[a, b], g(t) – якась обмежена вимiрна функцiя iз L2[0, 1]. У
даннiй задачi, де f(x) =

∫ 1
2

0 tx(t2)dt, спочатку зробимо у цьому визначе-

ному iнтегралi замiну t2 = s. Тодi t =
√

s, dt =
1

2
√

s
ds, при t = 0 s = 0,

а при t =
1

2
s =

1

4
, тобто

f(x) =

∫ 1
2

0
tx(t2)dt =

∫ 1
4

0

1

2
x(s)ds.
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Таким чином,

g(t) =





1

2
, якщо t ∈

[
0,

1

4

]
;

0, якщо t ∈
(

1

4
, 1

]
.

Iнакше кажучи, функцiонал є лiнiйним i неперервним, причому

‖f‖ = ‖g(t)‖L2[0,1] =

√∫ 1

0
g2(t)dt =

√√√√
∫ 1

4

0

(
1

2

)2

dt +

∫ 1

1
4

0dt =

=

√
1

4

∫ 1
4

0
dt =

1

2

√
t|

1
4
0 =

1

4
.

б) У просторi lp, p > 1 усi лiнiйнi неперервнi фунцiонали мають вигляд:

f(x) = a1x1 + a2x2 + ... + anxn + ...,

де a = (a1, a2, . . . , an, . . .) ∈ lq причому
1

p
+

1

q
= 1. Оскiльки f(x) = 3x2+

+7x4, то a = (0, 3, 0, 7, 0, 0, . . .). Враховуючи, що p = 3, маємо:
1

3
+

1

q
= 1,

q =
3

2
. a ∈ l 3

2
, тому функцiонал f лiнiйний та

‖f‖ = ‖a‖l3
2

= (3
3
2 + 7

3
2 )

2
3 =

3
√

33 + 2
√

21
3
+ 73 =

3
√

370 + 2
√

21
3
.

Завдання 4.Нехай X – лiнiйний простiр C[0,1] з нормою ‖x‖ =
∫ 1

0 |x (t)| dt.
Чи буде неперервним функцiонал f (x) = x (0)?
Розв’язання. Даний функцiонал не буде неперервним, i це можна по-
казати двома способами.

1 спосiб. Покажемо, що функцiонал необмежений, тобто що

∀n ∈ N ∃xn (t) ∈ X |f (xn)| > n ‖xn (t)‖ .

Покладемо

xn (t) =





n (1− nt) , при 0 ≤ t ≤ 1

n
;

0, при
1

n
≤ t ≤ 1.
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Очевидно, що функцiї xn(t) є неперервними i

‖xn (t)‖ =

∫ 1
n

0
n (1− nt) dt = −(1− nt)2

2

∣∣∣∣∣

1
n

0

=
1

2
.

Разом iз цим

|f (xn)| = |xn (0)| = n >
n

2
= n ‖xn (t)‖ .

2 спосiб. Заперечення неперервностi функцiонала означає, що iснує
така послiдовнiсть {xn (t) , n ∈ N} , що ‖xn (t)‖ −−−→

n→∞
0, але |f (xn)| 6→ 0.

Такою буде, наприклад, послiдовнiсть функцiй

xn (t) =





1− nt, при 0 ≤ t ≤ 1

n
;

0, при
1

n
≤ t ≤ 1.

Дiйсно, ‖xn (t)‖ =
∫ 1

n

0 (1− nt) dt = −1

n

(1− nt)2

2

∣∣∣∣∣

1
n

0

=
1

2n
−−−→
n→∞

0. Однак

при цьому |f (xn)| = xn (0) = 1 для всiх n, тобто f (xn) 6→ 0 при n →∞.
Завдання 5. Дослiдити на збiжнiсть послiдовнiсть операторiв:

а) An : C[0,π
2 ] → C[0,π

2 ], Anx(t) = sinn t · x(t);

б) An : l1 → l1, Anx = (x2n+1, x2n+2, . . .);

в) An : l2 → l2, Anx =
(x1

en
,
x2

en
, ...,

xk

en
, . . .

)
.

Розв’язання. а) Оскiльки при ∀t ∈ R маємо sin t ∈ [0, 1], то поточкова
границя

Ax(t) = lim
n→∞

Anx(t) =





0, якщо t ∈
[
0,

π

2

)
;

x
(π

2

)
, якщо t =

π

2
.

Але тодi Ax(t) 6∈ C[0,π
2 ], тому послiдовнiсть операторiв не є збiжною на-

вiть поточково.
Вiдмiтимо, що якби An : C[0,π

4 ] → C[0,π
4 ] то для t ∈ [

0, π
4

]
послiдовнiсть

операторiв An була б поточково збiжною до нульового оператора.
б) Знайдемо поточкову границю An. Оскiльки множина l1 це сукупнiсть
нескiнченних абсолютно збiжних послiдовностей, то ∀x ∈ l1 ряд

∑∞
n=1 |xn|
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є збiжним. Тому згiдно необхiдної умови збiжностi ряду limn→∞ xn = 0.
А тому i

Ax = lim
n→∞

Anx = (0, 0, . . .) = Θx, Θ− нульовий оператор.

Знайдемо норму рiзницi операторiв An −Θ.

∀x ∈ l1, ‖Anx−Θx‖ = ‖Anx‖ =
∞∑

k=2n+1

|xk| ≤
∞∑

k=1

|xk| = ‖x‖,

тобто ‖An − Θ‖ ≤ 1. Але при x∗ =


0, 0, ..., 0, 1,︸ ︷︷ ︸

2n+1

0, 0, . . .


 , ‖x∗‖ = 1,

Anx
∗ −Θx∗ = (1, 0, 0, . . .), ‖Anx

∗ −Θx∗‖ = 1.
Iнакше кажучи,

‖Anx
∗ −Θx∗‖ = 1 = 1 · ‖x∗‖,

тобто ‖An − Θ‖ = 1 6→ 0 при n →∞, отже послiдовнiсть операторiв не
є збiжною.
в) Оскiльки lim

n→∞
1

en
= 0, то поточкова границя

Ax = lim
n→∞

Anx = (0, 0, . . .) = Θx.

‖Anx−Θx‖ = ‖Anx‖ =

√√√√
∞∑

k=1

(xk

en

)2
=

1

en

√√√√
∞∑

k=1

xk
2 =

‖x‖
en

.

Таким чином ‖An−Θ‖ =
1

en
−−−→
n→∞

0. Отже, послiдовнiсть операторiв An

збiгається до нульового оператора.
Завдання 6. Знайти оператор, обернений до A, або довести, що його
не iснує. Якщо A−1 iснує i є обмеженим, то оцiнити ‖A‖ та ‖A−1‖ :

a) A : l2 → l2, Ax = (x1 + x2, 3x1 − x2, 4x3 − x1, x4, x5, . . .);

б) A : C[0,1] → C[0,1], Ax(t) = (1− t)x(t);

в) A : L2[0, 1] → L2[0, 1], Ax(t) =
1∫
0

t2(s− 2)x(s)ds + (3 + t) x(t).

Розв’язання. У всiх трьох випадках перед знаходженням оберненого
оператора потрiбно перевiрити достатню умову його iснування, тобто чи
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ker A = {x ∈ X : Ax = θ} = {θ} .
а) Складемо систему для вiдшукання ядра оператора:





x1 + x2 = 0,
3x1 − x2 = 0,
4x3 − x1 = 0,
x4 = 0,
x5 = 0,
...............

Очевидно, що всi xi, починаючи з i = 4, рiвнi нулю. Розв’яжемо першi
три рiвняння системи. Визначник даної однорiдної пiдсистеми

∣∣∣∣∣∣

1 1 0
3 −1 0
−1 0 4

∣∣∣∣∣∣
= 4 · (−1)3+3

∣∣∣∣
1 1
3 −1

∣∣∣∣ = −16

є вiдмiнним вiд нуля, а це означає, що вона має тiльки тривiальний(нульо-
вий) розв’язок, тому переходимо до вiдшукання оберненого оператора.
Для цього достатньо розв’язати вiдносно x операторне рiвняння Ax = y.
На просторi l2 рiвняння Ax = y має вигляд:





x1 + x2 = y1,
3x1 − x2 = y2,
4x3 − x1 = y3,
x4 = y4,
x5 = y5,
..................

⇒





4x1 = y1 + y2,
3x1 − x2 = y2,
4x3 = x1 + y3,
x4 = y4,
x5 = y5,
..................

⇒

⇒





x1 =
1

4
(y1 + y2),

x2 =
3

4
(y1 + y2) + y2 =

3

4
y1 +

7

4
y2,

x3 =
1

4
(y3 +

1

4
y1 +

1

4
y2),

x4 = y4,
x5 = y5,
..................

Тобто

A−1y =

(
1

4
y1 +

1

4
y2,

3

4
y1 +

7

4
y2,

1

16
y1 +

1

16
y2 +

1

4
y3, y4, y5, . . .

)
.
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Оцiнимо норми A та A−1 :

∀x ∈ l2, ‖Ax‖ =
√

(x1 + x2)2 + (3x1 − x2)2 + (4x3 − x1)2 + x4 + x5 + ... ≤
≤

√
2x1

2 + 2x2
2 + 18x1

2 + 2x2
2 + 32x3

2 + 2x1
2 + x4

2 + x5
2 + ... =

=
√

22x1
2 + 4x2

2 + 32x3
2 + x4

2 + x5
2 + ... =

=
√

22x1
2 + 4x2

2 + 32x3
2 + x4

2 + x5
2 + ... ≤

√
32(x1

2 + x2
2 + ...) = 4

√
2‖x‖,

тобто ‖A‖ ≤ 4
√

2;

∀x ∈ l2, ‖A−1y‖ =

=

√(
1

4
y1+

1

4
y2

)2

+

(
3

4
y1+

7

4
y2

)2

+

(
1

16
y1+

1

16
y2+

1

16
y3

)2

+y4
2+y5

2+ ... ≤

≤
√

2
1

16
y1

2+2
1

16
y2

2+2
9

16
y1

2+2
49

16
y2

2+
2

256
(y1 + y2)2+2

1

16
y3

2+y4
2+y5

2+ ... ≤

≤
√

5

8
y1

2 +
25

8
y2

2 +
2

128
y1

2 +
2

128
y2

2 +
1

8
y3

2 + y4
2 + y5

2 + ... =

=

√
41

64
y1

2 +
201

64
y2

2 +
1

8
y3

2 + y4
2 + y5

2 + ... ≤

≤
√

201

64
(y1

2 + y2
2 + y3

2 + ...) =

√
201

8
‖y‖,

тобто ‖A−1‖ ≤
√

201

8
.

б) На просторi C[0,1] рiвняння Ax = θ має вигляд

(1− t)x(t) = 0.

Звiдки або t = 1, або x(t) = 0 для всiх t ∈ [0, 1). Оскiльки x(t) ∈ C[0,1],
то й x(1) = 0. Таким чином ker A = {θ} .

Розв’язком рiвняння y(t) = (1− t)x(t) є функцiя x(t) =
y(t)

1− t
, тобто

A−1y =
1

1− t
y(t).

Але при t → 1,
1

1− t
→∞ i даний оператор є необмеженим.

в) Перевiримо спочатку, чи дорiвнює ядро оператора A нульовому еле-

58



менту простору L2[0, 1]. Для цього розглянемо рiвняння

1∫

0

t2(s− 2)x(s)ds + (3 + t)x(t) = 0.

Або, позначивши
∫ 1

0 (s− 2)x(s)ds = c,

t2 + (3 + t)x(t) = 0.

Звiдки, оскiльки 3 + t 6= 0 ∀t ∈ [0, 1],

x(t) = − ct2

3 + t
.

Знайдемо константу c. Для цього останню рiвнiсть домножимо на (t−2)
та результат проiнтегруємо вiд 0 до 1:

c = −c

1∫

0

t2(t− 1)

3 + t
dt.

Останнiй iнтеграл обчислимо окремо:

1∫

0

t2(t− 2)

t + 3
dt =

1∫

0

(t2 − 5t + 15− 45

t + 3
)dt =

=

(
t3

3
− 5t2

2
+ 15t− 45ln|t + 3|

)∣∣∣∣
1

0
=

1

3
− 5

2
+ 15− 45ln4 + 45ln3 =

=
77

6
− 45ln

4

3
.

Таким чином,

c

(
83

6
− 45ln

4

3

)
= 0, ⇒ c = 0.

Тодi x(t) = −0 · t2
3 + t

= 0, або одне й те саме, що ker A = θ.

Операторне рiвняння Ax(t) = y(t) на просторi L2[0, 1] має вигляд

1∫

0

t2(s− 2)x(s)ds + (3 + t)x(t) = y(t).
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Розв’яжемо його вiдносно x(t) :

(3 + t)x(t) = y(t)− t2
1∫

0

(s− 2)x(s)ds;

x(t) =
1

3 + t


y(t)− t2

1∫

0

(s− 2)x(s)ds


 .

Використавши вже введене позначення
1∫
0
(s − 2)x(s)ds = c, матимемо,

що
x(t) =

1

3 + t
(y(t)− t2c).

Для знаходження сталої c домножимо лiву i праву частини останньої
рiвностi на (t− 2) i проiнтегруємо в межах вiд 0 до 1:

1∫

0

(t− 2)x(t)dt =

1∫

0

t− 2

3 + t
y(t)dt− c

∫
t2(t− 2)

t + 3
dt.

Або ж

c =

1∫

0

t− 2

3 + t
y(t)dt− c

∫
t2(t− 2)

t + 3
dt.

Оскiльки
1∫
0

t2(t− 2)

t + 3
dt =

77

6
− 45ln

4

3
(див. вище), то

c =

1∫

0

t− 2

t + 3
y(t)dt−

(
77

6
− 45ln

4

3

)
c.

Остаточно,

c =
1

83
6 − 45ln4

3

1∫

0

t− 2

t + 3
y(t)dt

та

x(t) =
1

3 + t
(y(t)− 6t2

83− 270ln4
3

1∫

0

s− 2

s + 3
y(s)ds).
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Таким чином,

A−1y(t) =
y(t)

3 + t
− 6t2

(3 + t)(83− 270ln4
3)

1∫

0

s− 2

s + 3
y(s)ds.

Оцiнимо норму оператора A.

‖Ax(t)‖ = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

t2(s− 2)x(s)ds + (3 + t)x(t)

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ max
t∈[0,1]




1∫

0

∣∣t2(s− 2)x(s)
∣∣ ds + |3 + t||x(t)|


 =

≤ max
t∈[0,1]

1∫

0

∣∣t2(s− 2)
∣∣ max

0≤s≤1
|x(s)|ds + max

0≤t≤1
(|3 + t||x(t)|) =

=


−

1∫

0

(s− 2)ds + 4


 ‖x‖ =

(
−(s− 2)2

2

∣∣∣∣
1

0
+ 4

)
‖x‖ =

11

2
‖x‖.

Отже, ‖A‖ ≤ 11

2
. Норма оператора A−1 оцiнюється аналогiчно.

Завдання 7. Нехай X =
{

x (t) ∈ C
′
[0,1] : x (0) = 0

}
з нормою ‖x (t)‖ =

max
t∈[0,1]

|x (t)|+ max
t∈[0,1]

∣∣x′ (t)
∣∣ . Оператор A : X → C[0,1] визначається форму-

лою
Ax (t) = x′ (t)− 2tx (t) .

Довести, що iснує неперервний оператор A−1.
Розв’язання. Задача знаходження оберненого оператора A−1 зводиться
до розв’язання задачi Кошi для лiнiйного диференцiального рiвняння:

{
Ax ≡ x′ (t)− 2tx (t) = y (t) ;
x (0) = 0.

Знайдемо розв’язок вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвнян-
ня

x′ (t)− 2tx (t) = 0.
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Це рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

dx

dt
= 2tx (t) ,

dx

x
= 2tdt,

ln |x (t) | = t2 + C1,

x (t) = Cet2.

З початкової умови x (0) = 0 випливає, що однорiдне рiвняння має
тiльки нульовий розв’язок, тому вiдшукання оберненого оператора має
змiст.

Згiдно методу варiацiї сталих, розв’язок неоднорiдного рiвняння за-
пишеться у виглядi x (t) = C (t) et2. З початкової умови x (0) = 0, i з того
факту, що e0 = 1 випливає, що C (0) = 0. Знайдемо невiдому функцiю
C (t), пiдставивши x (t) = C (t) et2 у початкове рiвняння.

C
′
(t) et2 + C (t) et2 · 2t− 2tC (t) et2 = y (t) ,

C
′
(t) = y (t) e−t2,

C (t) =
∫ t

0 y (s) e−s2

ds.

Нижня межа iнтегрування вибрана з метою забезпечення виконання
початкової умови C (0) = 0. Таким чином,

x (t) = et2
∫ t

0
e−s2

y (s) ds =

∫ t

0
et2−s2

y (s) ds.

Оскiльки ядро et2−s2 даного iнтегрального оператора є неперервною
функцiєю при t ∈ [0, 1] , s ∈ [0, 1] , то даний оператор є неперервним.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Перевiрити лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайти норму
оператора A (якщо вiн є лiнiйним i неперервним):

1. A : C[−1,1] → C[−1,1], Ax (t) =
∫ 1
−1(t− 2s)x (s) ds;

2. A : C[0,π
2 ]
→ C[0,π

2 ]
, Ax (t) =

∫ π
2

0 sin (t + s) x (s) ds;

3. A : C[0,π
2 ]
→ C[0,π

2 ]
, Ax (t) =

∫ π
2

0 cos (t− 2s) x (s) ds;

4. A : C[0,1] → C[0,1], Ax (t) =
(
t2 + t

)
x (t) ;
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5. A : l2 → l2, Ax = (0, 0, 0, x4, x5, . . .) ;

6. A : l2 → l2, Ax = (x4, x4, x4, x4, x5, x6, . . .) ;

7. A : l2 → l2, Ax = (2x1 − x2, 2x2, 3x3, x4, x5, x6, . . .) ;

8. A : l2 → l2, Ax = (x1 + x2, x2 + x3, x3 + x4, x4, x5, x6, . . .) ;

9. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax (t) = t
∫ 1

0 x (s) ds;

10. A : L2 [−1, 1] → L2 [−1, 1] , Ax (t) =
∫ 1
−1 (2t− 3s) x (s) ds.

Завдання 2. Перевiрити лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайти норми
функцiоналiв:

1. f : l2 → R, f (x) = x5 − x4;

2. f : l2 → R, f (x) =
∑∞

k=1
xk√

k (k + 1)
;

3. f : l2 → R, f (x) =
∑∞

k=1
xk

π2k
;

4. f : L2 [0, 1] → R, f (x) =
∫ 1

2

0

√
tx

(
t2

)
dt;

5. f : L2 [0, 1] → R, f (x) =
∫ 1

0 cos πtx (t) dt;

6. f : L2 [0, 1] → R, f (x) =
∫ 1

0 sign

(
t− 1

2

)
x (t) dt;

7. f : C[−1,1] → R, f (x) =
∫ 1
−1 x (t) signtdt;

8. f : C[−1,1] → R, f (x) = 2
∫ 0
−1 x (t) dt +

∫ 1
0 x (t) dt;

9. f : C[0,1] → R, f (x) =
∫ 1

0 (t− 1)x (t) dt;

10. f : C[0,1] → R, f (x) =
∫ 1

0 x (t) dt− x (0) .

Завдання 3. Дослiдити на збiжнiсть послiдовнiсть операторiв:

1. An : l2 → l2, Anx =


0, 0, ..., 0,︸ ︷︷ ︸

n

xn, 0, 0, . . .


 ;

2. An : l2 → l2, Anx =


x1, x2, ..., xn, 0, 0, ..., 0,︸ ︷︷ ︸

n

xn+1, xn+2, xn+3, ...


 ;
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3. An : l2 → l2, An (x) =

(
x1
n
√

n
,

x2
n
√

n
,

x3
n
√

n
, ...

)
;

4. An : l2 → l2, Anx =


1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

, xn+1, xn+2, . . .


 ;

5. An : l1 → l1, Anx =


x2, x1, x4, x3, . . . , x2n, x2n−1︸ ︷︷ ︸

2n

, x2n+1, x2n+2, . . .


 ;

6. An : C[0,1] → C[0,1], Anx (t) =
∫ 1

0

√
(t− s)2 +

1

n
x (s) ds;

7. An : C[0,1] → C[0,1], Anx (t) =
∣∣t2 − t

∣∣n x (t) ;

8. An : C[−1,1] → C[−1,1], Anx (t) =
(
1− t2

)n
x (t) ;

9. An : C[0,1] → C[0,1], Anx (t) = arctg ntx(t);

10. An : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Anx (t) = tnx (t) .

Завдання 4. Знайти обернений оператор A−1 до оператора A або дове-
сти, що його не iснує. Якщо A−1 iснує i обмежений, то оцiнити норму
A та A−1:

1. A : L2 [−1, 1] → L2 [−1, 1] , Ax (t) = x (t)− ∫ 1
−1 t3s2x (s) ds;

2. A : L2 [0, π] → L2 [0, π] , Ax (t) = 2x (t) +
∫ π

0 sin tx (s) ds;

3. A : L2 [−π, π] → L2 [−π, π] , Ax (t) = x (t)−2
∫ π

−π cos t sin sx (s) ds;

4. A : L2 [−∞,∞] → L2 [−∞,∞] , Ax (t) =
1

1 + t2
x(t);

5. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax (t) = x(t) +
∫ 1

0 t4sx(s)ds;

6. A : L2 [1, 2] → L2 [1, 2] , Ax (t) = x(t) +
∫ 2

1 (t + 1)2(s− 2)2x(s)ds;

7. A : C[0,1] → C[0,1], Ax (t) =
(
t2 + t

)
x (t) ;

8. A : l2 → l2, Ax = (x1 + x2, x2, 2x3 − x2, x4, x5, ...) ;

9. A : l2 → l2, Ax = (x1, 2x1 − x2, x1 + x4, x4 − x3, x5, x6, ...) ;

10. A : l2 → l2, Ax = (x3 − x2, x2 + x3, x3, x4, . . .) .
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5 Спряженi i компактнi оператори. Власнi
значення i власнi вектори оператора. Спектр
i резольвента

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Спряженi i самоспряженi оператори.

2. Компактнi оператори.

3. Власнi значення i власнi вектори.

4. Резольвента.

5. Спектр. Класифiкацiя точок спектра.

Теоретичнi вiдомостi

Розглянемо неперервний лiнiйниi оператор A : X → Y , де X, Y –
евклiдовi простори. Для лiнiйного обмеженого оператора A, що дiє в
евклiдовому просторi, згiдно загального визначення норми оператора A,
маємо:

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ = sup
x∈X

‖Ax‖
‖x‖ .

Для Ax ∈ Y, y ∈ Y визначений скалярний добуток. Якщо в скалярному
добутку (Ax, y) зафiксувати y, тодi отримаємо лiнiйний функцiонал вiд
x : f(x) = (Ax, y), де x ∈ X. Причому |f(x)| = |(Ax, y)| ≤ ‖A‖ · ‖x‖ · ‖y‖.
Цей функцiонал зображується у виглядi (Ax, y) = (x, u), де u ∈ X,
x ∈ X. Вiдповiднiсть y → u породжує лiнiйний обмежений оператор
u = A∗y. Таким чином, оператор A∗ : Y → X називається спряженим
до оператора A, якщо

(∀x ∈ X) (∀y ∈ Y ) : ((Ax, y) = (x,A∗y)) .

Якщо A : X → X i (∀x, y ∈ X) : ((Ax, y) = (x,Ay)), то оператор A
називається самоспряженим.

Вiдомо, що якщо оператор A є лiнiйним i неперервним, то i спряжений
до нього теж є лiнiйним i неперервним.

Нехай оператор A : X → Y , де X, Y – нормованi простори. Опера-
тор A називається компактним, якщо довiльну обмежену множину вiн
вiдображає в передкомпактну.
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Якщо A : X → X i iснує таке число λ, що Ax = λx, де x ∈ X, x 6= θ,
то λ називається власним значенням оператора A, а x – вiдповiдним
власним вектором.

Комплексне число λ називається регулярною точкою оператора A,
якщо для оператора A−λI iснує обернений, що є лiнiйним неперервним
оператором визначеним на X. Сукупнiсть всiх регулярних точок операто-
ра A називається резольвентною множиною оператора A i позначається
ρ (A) .

Якщо λ ∈ ρ (A), то оператор Rλ (A) = (A− λI)−1 називається ре-
зольвентою оператора A.

Доповнення до множини ρ (A) в комплекснiй площинi називається
спектром оператора A i позначається σ (A) .

Для точок спектра лiнiйного оператора A є три можливостi:

1. для оператора A− λI не iснує оберненого. Це означає, що λ є вла-
сним значенням оператора A. Множину власних значень оператора
A називають ще точковим спектром i позначають σp (A) ;

2. для оператора A−λI iснує обернений, але замикання множини його
значень R (A− λI) не спiвпадає з множиною X. У цьому випадку
кажуть, що λ ∈ σr (A) – залишковому спектру оператора A;

3. для оператора A− λI iснує обернений, i замикання множини його
значень R (A− λI) спiвпадає з множиною X, але R (A− λI) 6= X .
У цьому випадку кажуть, що λ ∈ σc (A) – неперервному спектру
оператора A.

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Знайти A∗, оцiнити ‖A‖ та ‖A∗‖, якщо:

а) A : L2[0, π] → L2[0, π], Ax(t) = x(t) + 2
π∫
0

cos 2t sin 3sx(s)ds;

б) A : l2 → l2, Ax = (3x2 − x3, 2x3, x3 − 2x1, 0, 0, . . .) .

Розв’язання. а) Як вiдомо, оператор A∗, спряжений до A, визначається
формулою: ∀x, y ∈ L2[0, 1] (Ax, y) = (x,A∗y). Розглянемо скалярний до-
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буток

(Ax, y) =

∫ π

0


x(t) + 2

π∫

0

cos 2t sin 3sx(s)ds


 y(t)dt =

=

∫ π

0
x(t)y(t)dt + 2

∫ π

0




π∫

0

cos 2t sin 3sx(s)y(t)ds


 dt =

(у другому iнтегралi змiнимо порядок iнтегрування)

=

∫ π

0
x(t)y(t)dt + 2

∫ π

0




π∫

0

cos 2t sin 3sx(s)y(t)dt


 ds =

=

∫ π

0
x(t)y(t)dt + 2

∫ π

0
x(s)




π∫

0

cos 2t sin 3sy(t)dt


 ds =

(у другому iнтегралi перепозначимо змiннi)

=

∫ π

0
x(t)y(t)dt + 2

∫ π

0
x(t)




π∫

0

cos 2s sin 3ty(s)ds


 dt =

=

∫ π

0
x(t)

(
y(t) + 2

∫ π

0
cos 2s sin 3ty(s)ds

)
dt,

звiдки можна зробити висновок, що

A∗y(t) = y(t) + 2

∫ π

0
cos 2s sin 3ty(s)ds.

Оцiнимо норму оператора A. ∀x(t) ∈ L2[0, 1]

‖Ax(t)‖ =

√∫ π

0

(
x(t) + 2

∫ π

0
cos 2t sin 3sx(s)ds

)2

dt ≤
(
згiдно нерiвностi (a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2) ≤

≤
√∫ π

0
2x2(t)dt + 2 · 4

∫ π

0

(∫ π

0
cos 2t sin 3sx(s)ds

)2

dt ≤
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згiдно нерiвностi Кошi-Буняковського

≤

√√√√2‖x‖2 + 8

∫ π

0

(√∫ π

0
cos2 2t sin2 3sx(s)ds

√∫ π

0
x2(s)ds

)2

dt =

=

√√√√2‖x‖2 + 8

∫ π

0

(√
cos2 2t

∫ π

0

1− cos 6s

2
ds‖x‖

)2

dt =

=

√√√√2‖x‖2 + 8‖x‖2

∫ π

0

(
cos 2t

√
1

2

(
s− 1

6
sin 6s

)∣∣∣∣
π

0

)2

dt =

=

√
‖x‖2

(
2 + 8

∫ π

0
cos2 2t · π

2
dt

)
=

√
‖x‖2

(
2 + 8

∫ π

0

1 + cos 4t

2
· π
2
dt

)
=

= ‖x‖
√

2 + 2π

(
t +

1

4
sin 4t

∣∣∣∣
π

0

)
=

√
2 + 2π2‖x‖,

тобто ‖A‖ ≤ √
2 + 2π2. Аналогiчно оцiнюється ‖A∗‖ i отримуємо ‖A∗‖ ≤√

2 + 2π2.

б) Оскiльки в просторi l2 (x, y) =
∞∑
i=1

xiyi, то

(Ax, y) = (3x2 − x3)y1 + 2x3y2 + (x3 − 2x1)y3 + 0 · y4 + 0 · y5 + . . . =

= 3x2y1 − x3y1 + 2x3y2 + x3y3 − 2x1y3 =

x1 · (−2y3) + x2 · 3y1 + x3(−y1 + 2y2 + y3) =

= x1 · (−2y3)+x2 ·3y1 +x3(−y1 +2y2 +y3)+x4 ·0+x5 ·0+ . . . = (x,A∗y).

Таким чином, A∗y = (−2y3, 3y1,−y1 + 2y2 + y3, 0, 0, . . .) .
Далi, ∀x ∈ l2

‖Ax‖ =

√
(3x2 − x3)

2 + (2x3)2 + (x3 − 2x1)
2 ≤

≤
√

18x2
2 + 2x2

3 + 4x2
3 + 2x2

3 + 8x2
1 =

√
8x2

1 + 18x2
2 + 8x2

3 ≤

≤
√

18
√

x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤

√
18

√√√√
∞∑
i=1

x2
i =

√
18‖x‖,

тобто ‖A‖ ≤ √
18.
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Аналогiчно ∀y ∈ l2

‖A∗y‖ =

√
(2y3)

2 + (3y1)
2 + (−y1 + 2y2 + y3)

2 ≤
≤

√
4y2

3 + 9y2
1 + 8y2

2 + 2(y3 − y1)2 ≤
√

4y2
3 + 9y2

1 + 8y2
2 + 4y2

3 + 4y2
1 =

=
√

13y2
1 + 8y2

2 + 8y2
3 ≤

√
13

√
y2

1 + y2
2 + y2

3 ≤
√

13

√√√√
∞∑

i=1

y2
i =

√
13‖y‖,

тобто ‖A∗‖ ≤ √
13.

Завдання 2. У просторi L2 [a, b] розглянемо оператор Фредгольма

Ax (t) = x (t) + λ
∫ b

a K (t, s) x (s) ds,

де функцiя K (t, s) (ядро оператора) – визначена i обмежена ∀ (x, y) ∈
[a, b]× [a, b]. Довести, що

A∗y (t) = y (t) + λ
∫ b

a K (s, t) y (s) ds.

Розв’язання. Утворимо скалярний добуток (Ax (t) , y (t)) i зобразимо
його у виглядi (x (t) , A∗y (t)), змiнивши при цьому у другому доданку
порядок iнтегрування i перепозначивши змiннi:

(Ax (t) , y (t)) =

∫ b

a

(
x (t) + λ

∫ b

a

K (t, s) x (s) ds

)
y (t) dt =

=

∫ b

a

x (t) y (t) dt + λ

∫ b

a

∫ b

a

K (t, s) x (s) y (t) dsdt =

=

∫ b

a

x (t) y (t) dt + λ

∫ b

a

∫ b

a

K (t, s) x (s) y (t) dtds =

=

∫ b

a

x (t) y (t) dt + λ

∫ b

a

∫ b

a

K (s, t) x (t) y (s) dsdt =

=

∫ b

a

x (t)

(
y (t) + λ

∫ b

a

K (t, s) y (s) ds

)
dt = (x (t) , A∗y (t)) .

Отже, A∗y (t) = y (t) + λ
∫ b

a K (s, t) y (s) ds, i завдання виконано.
Завдання 3. Дослiдити на компактнiсть оператор A : C[0,1] → C[0,1],
якщо:

а) Ax(t) = x2
( 3√t

)
;

б) Ax(t) =
∫ 1

0 t2
√

sx(s)ds.
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Розв’язання. а) Якщо оператор компактний, то вiн вiдображає будь-
яку обмежену множину M у компактну K. Якщо в ролi множини M

розглянути M =
{

x(t) : x(t) = t
3
2n

}
, де n ∈ N, то, оскiльки t ∈ [0, 1],

маємо, що при ∀n ∈ N справедлива нерiнiсть |x(t)| ≤ 1. Тобто множина
M є рiвномiрно обмеженою. Очевидно,

K =
{

y(t) : y(t) = x2
(

3√
t
)

, де x(t) ∈ M
}

=

=
{

y(t) : y(t) = x2
(

3√
t
)

, x(t) = t
3
2n

}
=

=

{
y(t) : y(t) =

((
3√
t
) 3

2n
)2

}
= {y(t) : y(t) = tn} .

Але множина {tn} не є компактною в C[0,1]. А це означає, що й оператор
A не є компактним в C[0,1].
б) Розглянемо довiльну обмежену множину M ∈ C[0,1]. Нехай ∀ x(t) ∈ M
справджується нерiвнiсть |x(t)| ≤ C. Тодi ∀ y(t) ∈ K(образ множини
M) y(t) =

∫ 1
0 t2

√
sx(s)ds. Дослiдимо K на компактнiсть за допомогою

теореми Арцела:

∀ y(t) ∈ K : |y(t)| =
∣∣∣∣
∫ 1

0
t2
√

sx(s)ds

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0
t2
√

s|x(s)|ds ≤

≤ Ct2
∫ 1

0

√
sds Ct2

2s
3
2

3

∣∣∣∣∣

1

0

= Ct2 · 2

3
≤ 2C

3
.

Тобто множина K обмежена. Дослiдимо її на рiвностепеневу неперерв-
нiсть, тобто потрiбно перевiрити чи виконуються умови визначення рiв-
ностепеневої неперервностi:

∀ε > 0 ∃δε > 0 ∀y(t) ∈ K ∀t′, t′′ ∈ [0, 1]
(
|t′ − t

′′| < δ
)
⇒

(
|y(t

′
)− y(t

′′
)| < ε

)
.

Перевiримо, чи виконується дана умова.

|y(t
′
)− y(t

′′
)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
t
′
)2√

sx(s)ds−
∫ 1

0

(
t
′′
)2√

sx(s)ds

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
∫ 1

0

((
t
′
)2
−

(
t
′′
)2

)√
sx(s)ds

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣
(
t
′
)2
−

(
t
′′
)2

∣∣∣∣
√

sx(s)ds ≤

≤ 2 |ξ|
∣∣∣t′ − t

′′
∣∣∣ C

∫ 1

0

√
sds ≤ 2δC

2s
3
2

3

∣∣∣∣∣

1

0

=
4

3
δC.
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Таким чином, щоб виконувалася умова |y(t
′
)− y(t

′′
)| < ε достатньо, щоб

4
3δC < ε, а це можливо при δ < 3ε

4C .
Отже множина K компактна, тому компактним буде й оператор A.

Завдання 4. При яких значеннях α, β, γ > 0 оператор A : C[0,1] → C[0,1],

що дiє за формулою Ax (t) =
∫ 1

0 tαsβx (sγ) ds буде компактним?
Розв’язання. Перетворимо вираз для оператора A, здiйснивши замiну

sγ = p. При цьому s = p
1
γ , ds =

1

γ
p

1−γ
γ dp, s = 0 ⇒ p = 0, s = 1 ⇒ p = 1.

Тобто iнтеграл набуває вигляду

Ax (t) =
1

γ

∫ 1

0
tαp

β
γ x (p) p

1−γ
γ dp =

1

γ

∫ 1

0
tαp

β+1−γ
γ x (p) dp.

Якщо розглянути довiльну обмежену множину K, тобто таку, що

∃C ∀x (t) ∈ K ‖x (t)‖ ≤ C,

то її образом буде множина M, для якої

‖Ax (t)‖ = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣
1

γ

∫ 1

0
tαp

β+1−γ
γ x (p) dp

∣∣∣∣ ≤

≤ 1

γ
C max

t∈[0,1]
|tα| p

β+1−γ
γ +1

β+1−γ
γ + 1

∣∣∣∣∣∣

1

0

=
1

γ
C

γ

β + 1
=

C

β + 1
.

Iнтеграл в останньому перетвореннi є збiжним при
β + 1− γ

γ
> −1, тобто

при
β + 1

γ
> 0. Враховуючи умову γ > 0, робимо висновок, що β > −1.

Поряд iз цим зауважимо, що для того, щоб значення виразу max
t∈[0,1]

|tα| було
скiнченним, необхiдно, щоб α ≥ 0. При виконаннi цих умов множина M
буде рiвномiрно обмеженою.

Перевiримо виконання умови рiвностепеневої неперервностi, тобто
доведемо, що

(∀ε > 0 ) (∃δε > 0) (∀t1, t2 ∈ [0, 1] : |t1 − t2| < δ) (∀x (t) ∈ K) ⇒
|Ax (t1)− Ax (t2)| < ε.
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Iз визначення оператора A маємо

|Ax (t1)− Ax (t2)| =
∣∣∣∣
1

γ

∫ 1

0
tα1p

β+1−γ
γ x (p) dp− 1

γ

∫ 1

0
tα2p

β+1−γ
γ x (p) dp

∣∣∣∣ ≤

≤ 1

γ

∫ 1

0
|tα1 − tα2 | p

β+1−γ
γ |x (p)| dp ≤ C

γ
|tα1 − tα2 |

∫ 1

0
p

β+1−γ
γ dp =

=
C

β + 1
|tα1 − tα2 | =

C

β + 1

∣∣αξα−1
∣∣ |t1 − t2| ,

де ξ ∈ [0, 1] (тут використано формулу Лагранжа, а також перетворе-
ння аналогiчнi тим, що проведенi при оцiнюваннi попереднього вира-
зу з тими ж обмеженнями). Оцiнюючи отриманий вираз далi, маємо:

C

β + 1

∣∣αξα−1
∣∣ |t1 − t2| <

Cαδ

β + 1
. Причому ця оцiнка можлива лише якщо

α− 1 ≥ 0, тобто α ≥ 1. Таким чином, оператор A будe компактним при
таких значеннях параметрiв: α ≥ 1, β > −1, γ > 0.
Завдання 5. Знайти власнi значення i власнi функцiї(вектори) опера-
тора A, якщо:

а) A : L2[0, 1] → L2[0, 1], Ax(t) =
1∫
0

t2esx(s)ds;

б) A : l2 → l2, Ax = (x5 + 3x1, x2, x3, x4, . . .);

в) A : l2 → l2, Ax = (0, 3x2 − x3, 2x1, x4, 0, 0, . . .);

г) A : C
′
[0,1] → C[0,1], Ax(t) = x

′
(t).

Розв’язання. У кожному iз цих завдань необхiдно розв’язати оператор-
не рiвняння Ax = λx. а) Для даного випадку рiвняння Ax = λx набуває
вигляду ∫ 1

0
t2esx(s)ds = λx(t),

або

λx(t) = t2
∫ 1

0
esx(s)ds.

Позначивши
1∫
0

esx(s) = C, матимемо

λx(t) = Ct2.
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Для обчислення значення сталої C утворимо у лiвiй частинi останньої
рiвностi вираз, що дорiвнює C. Для цього домножимо лiву i праву ча-
стини рiвностi на et та проiнтегруємо вiд 0 до 1. Одержимо:

λ

∫ 1

0
etx(t) = C

∫ 1

0
t2etdt,

Неважко переконатись, що
∫ 1

0 t2et = e− 2. Таким чином

λC = C(e− 2),

звiдки
C(λ− e + 2) = 0.

Якщо C = 0, то для будь-якого значення λ x(t) ≡ 0, а це означає, що
x(t) не є власною функцiєю даного оператора.

Нехай C 6= 0, тодi λ − e + 2 = 0, або λ = e − 2. Це власне значення
даного оператора, i вiдповiднi йому власнi функцiї визначаються так:

x(t) =
C

e− 2
t2,

або, що те саме
x(t) = Ct2.

б) В даному випадку операторне рiвняння Ax = λx має вигляд

(x5 + 3x1, x2, x3, x4, . . .) = (λx1, λx2, λx3, . . .) ,

що еквiвалентно ситемi рiвнянь:




x5 + 3x1 = λx1,
x2 = λx2,
x3 = λx3,
..................

⇒





(3− λ)x1 + x5 = 0,
(1− λ)x2 = 0,
(1− λ)x3 = 0,
..................

Розглянемо випадок, коли λ = 1. Тодi з другого, третього та наступних
рiвнянь випливає, що x2, x3, . . . можуть набувати довiльних значень. Ра-
зом iз цим перша рiвнiсть системи матиме вигляд

2x1 = −x5,

а це означає, що λ = 1 є власним значенням оператора A i вiдповiдний
йому власний вектор має вигляд

(
−x5

2
, x2, x3, x4, . . .

)
,
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де x2, x3, x4, . . .– будь-якi числа.
Нехай тепер λ 6= 1. Тодi з другого, третього i наступних рiвнянь

системи робимо висновок, що x2 = x3 = . . . = 0 i перше рiвняння набуває
вигляду

(3− λ)x1 = 0.

Якщо λ = 3, то x1 може бути довiльним, тобто λ = 3 – власне значення,
а

(x1, 0, 0, . . .)

вiдповiдний власний вектор.
Якщо λ 6= 3 i λ 6= 1, то x1 = 0, тобто x = θ – нульовий розв’язок. А

це означає, що x не може бути власним вектором.
в) Як i в попередньому випадку рiвняння Ax = λx має вигляд

(0, 3x2 − x3, 2x1, x4, 0, 0, . . .) = (λx1, λx2, λx3 . . .) ,

що еквiвалентно системi:




λx1 = 0,
3x2 − x3 − λx2 = 0,
2x1 − λx3 = 0,
x4 − λx4 = 0,
λx5 = 0,
λx6 = 0,
..................

Якщо λ = 0, то x1, x5, x6, . . . можуть набувати довiльних значень i систе-
ма запишеться у виглядi





3x2 − x3 = 0,
x4 = 0,
2x1 = 0,

⇒
{

x3 = 3x2,
x1 = x4 = 0,

тобто
(0, x2, 3x2, 0, x5, x6, . . .)

є власний вектор, що вiдповiдає власному значенню λ = 0.
Якщо λ 6= 0, то x1 = x5 = x6 = . . . = 0 i система набуває вигляду





(3− λ)x2 − x3 = 0,
−λx3 = 0,
(1− λ)x4 = 0,

⇒




(3− λ)x2 = 0,
x3 = 0,
(1− λ)x4 = 0.

Якщо λ = 3, то x2 може бути довiльним, а x4 = 0. Якщо λ = 1, то x4
може бути довiльним, а x2 = 0.
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Отже, власному значенню λ = 0 вiдповiдають власнi вектори (0, x2,
3x2, 0, x5, x6, . . .) ; власному значенню λ = 3 вiдповiдають власнi вектори
(0, x2, 0, 0, . . .) ; власному значенню λ = 1 вiдповiдають власнi вектори
(0, 0, 0, x4, 0, 0, . . .) .
г) Операторне рiвняння Ax(t) = λx(t) еквiвалентно

x
′
(t) = λx(t).

Це диференцiальне рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:

dx

dt
= λx,

dx

x
= λdt,

ln x = λt + C,
x(t) = Ceλt.

Тобто будь-яке значення λ ∈ R є власним значенням оператора A, а
вiдповiднi власнi функцiї мають вигляд x(t) = Ceλt.
Завдання 6. Знайти власнi значення i власнi функцiї симетричного
оператора A : L2[−1, 1] → L2[−1, 1], Ax(t) =

∫ 1
−1 K(t, s)x(s)ds, де

K(t, s) =

{
t + 1, t ≤ s
s + 1, s ≤ t.

Розв’язання. Для даного оператора рiвняння Ax = λx набуває вигляду
∫ t

−1
(s + 1)x(s)ds +

∫ 1

t

(t + 1)x(s)ds = λx(t).

Продиференцiювавши лiву i праву частини даного рiвняння, одержимо:

(t + 1)x(t) +

∫ 1

t

x(s)ds− (t + 1)x(t) = λx
′
(t),

або ∫ 1

t

x(s)ds = λx
′
(t).

Продиференцiювавши отримане рiвняння, маємо

−x(t) = λx
′′
(t).

Це лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку зi сталими коєфi-
цiєнтами.

Якщо λ = 0, то x(t) ≡ 0, тобто x(t) не може бути власною функцiєю.

75



Нехай λ 6= 0. Тодi характеристичне рiвняння має вигляд:

λk2 + 1 = 0.

При λ < 0 визначаємо k = ± 1√−λ
, i загальний розв’язок диференцi-

ального рiвняння має вигляд

x(t) = C1e
1√−λ

t + C2e
− 1√−λ

t.

Для знаходження сталих C1 i C2 необхiдно задати крайовi умови. Iз по-
чаткового рiвняння

∫ t

−1
(s + 1)x(s)ds +

∫ 1

t

(t + 1)x(s)ds = λx(t)

робимо висновок, що x(−1) = 0, а з рiвняння
∫ 1

t

x(s)ds = λx
′
(t),

що x
′
(1) = 0. Пiдставимо крайовi умови у знайдений розв’язок:

{
C1e

− 1√−λ + C2e
1√−λ = 0,

C1
1√−λ

e
1√−λ − C2

1√−λ
e−

1√−λ = 0.

Визначник цiєї системи
∣∣∣∣∣

e−
1√−λ e

1√−λ

1√−λ
e

1√−λ − 1√−λ
e−

1√−λ

∣∣∣∣∣ = − 1√−λ
e−

2√−λ − 1√−λ
e

2√−λ 6= 0,

що означає, що система рiвнянь має тiльки тривiальний розв’язок, а саме
C1 = C2 = 0. Тобто x(t) ≡ 0, тому x(t) не може бути власною функцiєю.

Нехай тепер λ > 0. Тодi k = ± i√
λ

та

x(t) = C1 cos
t√
λ

+ C2 sin
t√
λ
.

Пiдставимо крайовi умови:




C1 cos
−1√

λ
+ C2 sin

−1√
λ

= 0,

−C1
1√
λ

sin
1√
λ

+ C2
1√
λ

cos
1√
λ

= 0,
⇒
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⇒





C1 cos
1√
λ
− C2 sin

1√
λ

= 0,

C1 sin
1√
λ
− C2 cos

1√
λ

= 0.

∣∣∣∣∣∣∣

cos
1√
λ

sin
1√
λ

sin
1√
λ

cos
1√
λ

∣∣∣∣∣∣∣
= − cos2 1√

λ
+ sin2 1√

λ
.

Якщо визначник лiнiйної системи дорiвнює нулю, тодi система матиме
ненульовий розв’язок:

− cos2 1√
λ

+ sin2 1√
λ

= 0,

cos 2√
λ

= 0,
2√
λ

= π
2 + πn, n ∈ Z,√

λ = 4
π+2πn , n ∈ Z,

λ = 16
(π+2πn)2

, n ∈ Z.

Отже, вказанi λ – власнi значення, а

x(t) = C1 cos
π + 2πn

4
t + C2 sin

π + 2πn

4
t

– власнi функцiї.
Завдання 4. Знайти спектр i резольвенту оператора A, якщо:

а) A : C[0,1] → C[0,1], Ax (t) = x (0) + tx (1) ;

б) A : C
′
[0,1] → C[0,1], Ax (t) = x

′
(t) ;

в) A : C[0,1] → C[0,1], Ax (t) = tx (t) ;

г) A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax (t) =
∫ 1

0 t2 (s + 1) x (s) ds;

д) A : l2 → l2, Ax =
(
x1,

x2

2 , x3

3 , ..., xn

n , ...
)
.

Розв’язання. Для знаходження резольвенти оператора A у кожному з
випадкiв необхiдно знайти оператор, обернений до A−λI, iнакше кажу-
чи, розв’язати рiвняння Ax− λx = y.
а) У даному випадку рiвняння Ax− λx = y має вигляд

x (0) + tx (1)− λx (t) = y (t) .

Для його розв’язання вiдмiтимо, що при λ 6= 0
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x (t) = x(0)+tx(1)−y(t)
λ ,

де x (0) , x (1) – деякi сталi числа. Для їх знаходження пiдставимо у
початкове рiвняння значення t = 0 i t = 1. Отримаємо:

{
x (0)− λx (0) = y (0) ,
x (0) + x (1)− λx (1) = y (1) .

Розв’яжемо дану систему вiдносно x (0) , x (1) :

{
x (0) (1− λ) = y (0) ,
x (0) + x (1) (1− λ) = y (1) ,

⇒
{

x (0) = y(0)
1−λ ,

x (1) = 1
1−λ

(
y (1)− y(0)

1−λ

)
.

Таким чином, x (t) = 1
λ

(
y(0)
1−λ + t

1−λ

(
y (1)− y(0)

1−λ

)
− y (t)

)
i можемо запи-

сати

Rλ (A) (y (t)) = (A− λI)−1 (y (t)) =

=
1

λ

(
y (0)

1− λ
+

t

1− λ

(
y (1)− y (0)

1− λ

)
− y (t)

)
.

Очевидно, резольвента оператора не iснує при λ = 0 i λ = 1. Тобто,
цi значення λ є власними значеннями оператора A i тому належать до
точкового спектра σp (A), а залишковий i неперервний спектри для нього
є порожнiми множинами.
б) Рiвняння

x′ (t)− λx (t) = y (t)

є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням, для розв’язання якого застосовує-
ться метод варiацiї сталих. Для цього спочатку шукають розв’язок вiд-
повiдного однорiдного рiвняння

x′ (t)− λx (t) = 0.

Оскiльки це рiвняння з вiдокремлюваними змiнними, то, переписавши
його у виглядi dx

dt = λx, а потiм перетворивши до dx
x = λdt i проiнтегру-

вавши, отримаємо ln x = λt + C, або x (t) = Ceλt. Пiсля цього розв’язок
неоднорiдного рiвняння шукають у виглядi x (t) = C (t) eλt. Пiдставимо
x (t) у початкове рiвняння i одержимо:

(
C (t) eλt

)′ − λC (t) eλt = y (t) ,
C ′ (t) eλt + λC (t) eλt − λC (t) eλt = y (t) ,
C ′ (t) eλt = y (t) ,
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звiдки

C (t) =

∫
e−λty (t) dt.

Таким чином, резольвента оператора А має вигляд:

Rλ (A) (y (t)) = eλt
∫

e−λty (t) dt.

Вона iснує для всiх λ ∈ R.
в) Рiвняння

tx (t)− λx (t) = y (t)

має простий розв’язок x (t) = y(t)
t−λ . Очевидно, резольвента оператора A

Rλ (A) (y (t)) = y(t)
t−λ

iснує для всiх дiйсних значень λ. Однак при λ ∈ [0, 1] оператор Rλ (A)
буде необмеженим(враховуючи, що t ∈ [0, 1]). Це означає, що всi λ ∈
[0, 1] є точками спектра оператора A. Вiдмiтимо також, що A не має
власних значень, бо рiвняння x (t) (t− λ) = 0 для будь-якого λ має лише
тривiальний розв’язок. Разом iз цим, множина значень R (A− λI) не
спiвпадає з множиною C[0,1](наприклад, не мiстить функцiй y (t) = tα,
де α – довiльне дiйсне додатне число, адже їх образом повиннi були б
бути функцiї x (t) = tα

t−λ /∈ C[0,1]).
г) Рiвняння

∫ 1
0 t2 (s + 1) x (s) ds− λx (t) = y (t)

є iнтегральним. Переписавши рiвняння у виглядi

t2
∫ 1

0 (s + 1) x (s) ds− λx (t) = y (t)

та ввiвши позначення
∫ 1

0 (s + 1) x (s) ds = C, отримаємо:

Ct2 − λx (t) = y (t) ,
x (t) = 1

λ

(
Ct2 − y (t)

)
.

Для знаходження сталої С домножимо лiву i праву частини останньої
рiвностi на t + 1 i результат проiнтегруємо в межах вiд 0 до 1:

∫ 1

0
(t + 1) x (t) dt =

1

λ

∫ 1

0

(
Ct2 − y (t)

)
(t + 1) dt.

Врахуємо, що
∫ 1

0 (t + 1) x (t) dt = C i обчислимо
∫ 1

0 t2 (t + 1) dt =
(

t4

4 + t3

3

)∣∣∣
1

0
= 7

12 . Пiдставимо отриманi значення у попереднiй вираз:
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C = C
λ · 7

12 − λ
∫ 1

0 y (t) (t + 1) dt,

звiдки
C

(
1− 1

λ · 7
12

)
= −λ

∫ 1
0 y (t) (t + 1) dt,

C = − 12λ2

12λ−7

∫ 1
0 y (t) (t + 1) dt.

Таким чином,

x (t) =
1

λ

(
12λ2t2

7− 12λ

∫ 1

0
(s + 1) y (s) ds− y (t)

)
= Rλ (A) .

Оскiльки резольвента не iснує для λ = 0 i λ = 7
12 , то саме вони i склада-

ють спектр оператора, причому
{
0, 7

12

}
= σp.

д) Для знаходження резольвенти розв’яжемо систему рiвнянь:




x1 − λx1 = y1,
x2

2 − λx2 = y2,
x3

3 − λx3 = y3,
...............

⇒





x1 (1− λ) = y1,
x2

(1
2 − λ

)
= y2,

x3
(1

3 − λ
)

= y3,
...............

⇒





x1 = y1

1−λ ,
x2 = y2

1
2−λ

,

x3 = y3
1
3−λ

,

...............

Отже, Rλ(A) =
(

y1

1−λ , y2
1
2−λ

, y3
1
3−λ

, ...
)

. Зрозумiло, що резольвента не iснує
для λ = 1

n , n ∈ N. Це означає, що всi цi числа є власними значен-
нями оператора A, iнакше кажучи, σp =

{ 1
n , n ∈ N

}
. Крiм того, при

λ = 0 = lim
n→∞

1
n Rλ(A) = (y1, 2y2, 3y3, ...) , а цей оператор не буде обме-

женим у l2. Справдi, якщо припустити, що ∃C, ∀x ∈ l2 ‖Ax‖ ≤ C ‖x‖ ,

то пiдiбравши x =


0, 0, ..., 0,︸ ︷︷ ︸

n

1, 0, ...


 , де n > C (цього можна досяг-

ти враховуючи необмеженiсть множини натуральних чисел), отримаємо
протирiччя: ‖(0, 0, .., 0, n, 0, ...)‖ = n > C = C ‖(0, 0, .., 0, 1, 0, ...)‖ . Таким
чином, λ = 0 теж належить спектру оператора A.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Знайти оператор A∗, спряжений до A, оцiнити ‖A‖ та
‖A∗‖, якщо:

1. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax(t) =
∫ 1

0 (1− t)2 s2x(s)ds;

2. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax(t) =
∫ 1

0 t2s2x(s)ds;
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3. A : L2 [−1, 1] → L2 [−1, 1] , Ax(t) = x(t) +
∫ 1
−1 t3

√
sx(s)ds;

4. A : L2 [0, π] → L2 [0, π] , Ax(t) = x(t) + 2
∫ π

0 cos t sin sx(s)ds;

5. A : L2 [0, π] → L2 [0, π] , Ax(t) = x(t)− ∫ 1
0 t3 sin(s− 1)x(s)ds;

6. A : l2 → l2, Ax = (x2, x3 − x2, x4,−x3, 0, 0, . . .) ;

7. A : l2 → l2, Ax = (0, 0, x5,−3x1, 0, 0, . . .) ;

8. A : l2 → l2, Ax = (2x3 − x2, 3x1, x1 − x3, 0, 0, . . .) ;

9. A : l2 → l2, Ax = (x2 − x1, x3 − x2, x4 − x3, 0, 0, . . .) ;

10. A : l2 → l2, Ax = (0, x2, 0, x4, 0, x6, . . .).

Завдання 2. Чи є компактним оператор A : C[a,b] → C[a,b] якщо:

1. [a, b] = [0, 1], Ax(t) = tx(0);

2. [a, b] = [0, 1], Ax(t) = x(t) + 1;

3. [a, b] = [0, 1], Ax(t) = x(
√

t);

4. [a, b] = [−π, π], Ax(t) =
π∫
−π

cos t sin sx(s)ds;

5. [a, b] = [0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0 t2s2x(s)ds;

6. [a, b] = [0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0 etsx(s)ds;

7. [a, b] = [0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0 sin ts2x(s)ds;

8. [a, b] = [−1, 1], Ax(t) = x

(
t2

2

)
;

9. [a, b] = [0, 1], Ax(t) = x(t2);

10. [a, b] = [0, 1], Ax(t) = t2x(t).

Завдання 3. Знайти власнi значення i власнi вектори(функцiї) таких
операторiв:

1. A : l2 → l2, Ax = (0, 3x2 − x3, 2x1, x5, 0, 0, . . .) ;

2. A : l2 → l2, Ax = (x3, x4, x5, . . .) ;
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3. A : l2 → l2, Ax = (x1, x2, . . . , xk, 0, 0, . . .) , k – фiксоване;

4. A : l2 → l2, Ax = (2x3 + x1, 4x2, x3, x4, . . .) ;

5. A : l2 → l2, Ax = (−x1 + 4x2, 2x1 − 3x2, x3, x4, . . .) ;

6. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax(t) =
∫ 1

0 t sin πsx(s)ds;

7. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax(t) =
∫ 1

0 K(t, s)x(s)ds, K(t, s) =

{
t, t ≤ s;
s, s < t;

8. A : L2 [−1, 1] → L2 [−1, 1] , Ax(t) =
∫ 1
−1 K(t, s)x(s)ds, K(t, s) ={

(t + 1)(1− s), t ≤ s;
(s + 1)(1− t), s < t;

9. A : L2

[
0,

π

4

]
→ L2

[
0,

π

4

]
, Ax(t) =

∫ π
4

0 K(t, s)x(s)ds, K(t, s) ={
cos 2t sin 2s, t ≤ s;
sin 2t cos 2s, s < t;

10. A : L2

[
−π

2
, 0

]
→ L2

[
−π

2
, 0

]
, Ax(t) =

∫ 0
−π

2
K(t, s)x(s)ds, K(t, s) ={

cos t sin s, t ≤ s;
sin t cos s, s < t.

Завдання 4. Знайти резольвенту та спектр оператора A, якщо:

1. A : l2 → l2, Ax = (x4 − x1, 2x1 − x2, x3, x4, 0, 0, . . .) ;

2. A : l2 → l2, Ax = (−3x2, x3, 2x1, x4, x5, . . .) ;

3. A : l2 → l2, Ax = (x3 + x2, x2 + x1, x1 + x3, x4, x5, . . .) ;

4. A : L2[0, 1] → L2[0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0 t sin sx(s)ds;

5. A : L2[0, 1] → L2[0, 1], Ax(t) =
1∫
0

x(s)
4
√

t
ds;

6. A : C[0,1] → C[0,1], Ax(t) =
∫ 1

0 t2sx(s)ds;

7. A : C[0,1] → C[0,1], Ax(t) = (t− 1)x(0) + x(1);

8. A : C[0,1] → C[0,1], Ax(t) = x(0) + tx(0);

9. A : C[1,2] → C[1,2], Ax(t) = x(1) + t2x(2);

10. A : C[0,1] → C[0,1], Ax(t) =
∫ 1

0 s4x(s)ds− x(t).
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6 Iнтегральнi рiвняння
Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Означення та класифiкацiя iнтегральних рiвнянь.

2. Повторнi ядра та резольвента iнтегрального рiвняння. Метод ре-
зольвент.

3. Метод послiдовних наближень розв’язування iнтегральних рiвнянь.

4. Розв’язування iнтегральних рiвнянь з виродженими ядрами мето-
дом їх зведення до системи алгебраїчних рiвнянь.

5. Метод розв’язування iнтегральних рiвнянь Вольтерра зведенням їх
до диференцiальних рiвнянь.

6. Симетричнi ядра. Власнi числа та власнi функцiї симетричного
ядра. Розв’язування iнтегральних рiвнянь з симетричними ядра-
ми.

7. Теореми Фредгольма для iнтегральних рiвнянь.

Теоретичнi вiдомостi

Iнтегральним рiвнянням називається рiвняння, що мiстить невiдо-
му функцiю пiд знаком iнтеграла. Наприклад, iнтегральним рiвнянням
вiдносно функцiї ϕ(t) є рiвняння

a(t)ϕ(t) + f(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds, (6)

де a(t), f(t), k(t, s) - вiдомi функцiї, λ - деякий параметр, змiннi t i s
пробiгають деякий фiксований вiдрiзок [a, b].

Функцiя k(t, s) в рiвняннi (6) називається ядром iнтегрального рiв-
няння.

Рiвняння (6) належить до лiнiйних iнтегральних рiвнянь, оскiльки
шукана функцiя входить в рiвняння лiнiйно. Багато задач математи-
чної фiзики розв’язуються за допомогою нелiнiйних iнтегральних рiв-
нянь. Наприклад, рiвнянь виду ϕ(t) = λ

∫ b

a k(t, s)g(ϕ(s), s)ds, де k(t, s),
g(u, s)– заданi, (t, s) ∈ [a, b]× [a, b], (u, s) ∈ [a, b]× [a, b]. Надалi обмежи-
мось розглядом лiнiйних iнтегральних рiвнянь.

Розглянемо основнi класи таких рiвнянь.
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Якщо невiдома функцiя мiститься лише пiд знаком iнтеграла, то рiв-
няння називається iнтегральним рiвнянням першого роду. Iнтегральнi
рiвняння, в яких невiдома функцiя мiститься також i поза iнтегральним
доданком, називається iнтегральним рiвнянням другого роду.

Якщо межi iнтегрування фiксованi, то iнтегральне рiвняння називає-
ться рiвнянням Фредгольма. У випадку, коли хоча б одна межа iнтегру-
вання змiнна, то iнтегральне рiвняння називається рiвнянням Вольтер-
ра.

Отже, надалi розглядатимемо такi основнi типи iнтегральних рiв-
нянь:

а) iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

ϕ(t)− λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t); (7)

б) iнтегральне рiвняння Фредгольма першого роду
∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t); (8)

в) iнтегральне рiвняння Вольтерра другого роду

ϕ(t)− λ

∫ t

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t), t ∈ (a, b]; (9)

г) iнтегральне рiвняння Вольтерра першого роду
∫ t

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t), t ∈ (a, b]. (10)

Слiд зауважити, що рiвняння Вольтерра є частинним випадком рiв-
няння Фредгольма, якщо вважати k(t, s) ≡ 0 при s > t. Однак фiзи-
чнi задачi, що приводять до рiвнянь Вольтерра i рiвнянь Фредгольма,
а також властивостi розв’язкiв цих рiвнянь суттєво вiдрiзняються. Тому
рiвняння Вольтерра доцiльно видiлити в окремий клас.

Iнтегрування в рiвняннях (7) – (10) може здiйснюватись як по вiд-
рiзку [a, b], a < b числової осi, так i на деяких областях бiльшої роз-
мiрностi. При цьому класифiкацiя iнтегральних рiвнянь не змiнюється.
Наприклад, якщо функцiї k(A,B), f(A) визначенi при A ⊂ Ω, B ⊂ Ω, де
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Ω – область в тривимiрному просторi, тодi неоднорiдне рiвняння Фред-
гольма другого роду запишеться так:

ϕ(A) =

∫

Ω

k(A,B)ϕ(B)dσ(B) + f(A),

де dσ(P ) – елемент об’єму областi Ω, що мiстить точку B.

Якщо в рiвняннях (7) – (10) f(t) ≡ 0, то рiвняння називають однорi-
дними iнтегральними рiвняннями. В iншому випадку – неоднорiдними.

Розглянемо основнi методи розв’язування лiнiйних iнтегральних рiв-
нянь.

6.1 Метод резольвент розв’язування iнтегральних рiв-
нянь

Теоретичнi вiдомостi

Метод резольвент – це метод розв’язування iнтегральних рiвнянь
Фредгольма i Вольтерра другого роду.

Розглянемо iнегральне рiвняння Фредгольма другого роду

ϕ(t)− λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t), (λ ∈ C.) (11)

Введемо в розгляд послiдовнiсть функцiй
k1(t, s) ≡ k(t, s);

k2(t, s) =
∫ b

a k(t, τ)k1(τ, s)dτ,

k3(t, s) =
∫ b

a k(t, τ)k2(τ, s)dτ, . . .

kn(t, s) =
∫ b

a k(t, τ)kn−1(τ, s)dτ i т.д.
Послiдовнiсть функцiй {kn(t, s), n = 1, 2, ...} називається послiдовнi-

стю iтерованих (або повторних) ядер.
Вiдомо, що якщо ядро k(t, s) при (t, s) ∈ [a, b] × [a, b] задавольняє

умовам: k(t, s) – дiйсна функцiя тотожньо не рiвна нулевi, k(t, s) – непе-
рервна функцiя вiдносно (t, s) k(t, s) = k(s, t) (тобто ядро k(t, s) симе-
тричне), тодi цими ж властивостями володiють повторнi ядра.

Розвязок рiвняння (11) можна представити у виглядi

ϕ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

R(t, s, λ)f(s)ds, (12)
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де функцiя R(t, s, λ) називається резольвентою ядра k(t, s) i визначає-
ться за формулою

R(t, s, λ) =
∞∑

n=0

λnkn+1(t, s). (13)

Розглянемо iнтегральне рiвняння Вольтерра другого роду

ϕ(t)− λ

∫ t

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t). (14)

Послiдовнiсть iтерованих ядер у цьому випадку визначається за насту-
пною рекурентною формулою:
k1(t, s) ≡ k(t, s);

kn(t, s) =
∫ t

s k(t, τ)kn−1(τ, s)dτ, n = 2, 3, 4, ...
Тодi розв’язок рiвняння (14) записується в такому виглядi:

ϕ(t) = f(t) + λ

∫ t

a

R(t, s, λ)f(s)ds, (15)

де резольвента R(t, s, λ) визначається як i ранiше за формулою (13).

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Методом резольвент розв’язати iнтегральне рiвняння
Фредгольма:

x(t) =
1

eπ + 1

∫ π

0

(
et cos s

)
x(s)ds +

t

4
, t ∈ [0, π].

Розв’язання. Побудуємо послiдовнiсть iтерованих ядер:
k1(t, s) = k(t, s) = et cos s;
k2(t, s) =

∫ π

0 k(t, τ)k1(τ, s)dτ =
∫ π

0 (et cos τ) (eτ cos s) dτ = et cos s
∫ π

0 eτ cos τdτ.

Проiнтегрувавши два рази частинами маємо, що
∫ π

0 cos τeτdτ = −eπ + 1

2
.

Таким чином k2(t, s) = −eπ + 1

2
et cos s;

k3(t, s) =
∫ 1

0 k(t, τ)k2(τ, s)dτ =
∫ π

0 et cos τ

(
−eπ + 1

2
eτ cos s

)
dτ = −eπ + 1

2
et×

× cos s
∫ π

0 cos τeτdτ =

(
eπ + 1

2

)2

et cos s = (−1)2
(

eπ + 1

2

)2

et cos s;
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k4(t, s) =
∫ 1

0 k(t, τ)k3(τ, s)dτ =
∫ π

0 et cos τ

(
eπ + 1

2

)2

eτ cos sdτ =

(
eπ + 1

2

)2

×

×et cos s
∫ π

0 cos τeτdτ = −
(

eπ + 1

2

)3

et cos s = (−1)3
(

eπ + 1

2

)3

et cos s;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

kn(t, s) =
∫ 1

0 k(t, τ)kn−1(τ, s)dτ =
∫ π

0 et cos τ(−1)n−2
(

eπ + 1

2

)n−2

eτ cos sdτ =

(−1)n−2
(

eπ + 1

2

)n−2

et cos s
∫ π

0 cos τeτdτ = (−1)n−1
(

eπ + 1

2

)n−1

et cos s.

Отже, резольвента ядра k(t, s) = et cos s запишеться так:

R(t, s, λ) =
∞∑

n=0

λnkn+1(t, s) =
∞∑

n=0

(
1

eπ + 1

)n

(−1)n

(
eπ + 1

2

)n

et cos s =

= et cos s

∞∑
n=0

(
−1

2

)n

= et cos s
1

1− 1
2

=
2

3
et cos s.

Тому розв’язок x(t) нашого iнтегрального рiвняння Фредгольма має ви-
гляд:

x(t) = f(t) + λ

∫ π

0
R(t, s, λ)f(s)ds =

t

4
+

1

eπ + 1

∫ π

0

2

3
et cos s · s

4
ds =

=
et

6 (eπ + 1)

∫ π

0
s cos sds+

t

4
=

et

6 (eπ + 1)

(
s · sin s|π0 −

∫ π

0
sin sds

)
+

t

4
=

=
et

6 (eπ + 1)
cos s|π0 +

t

4
= − et

3 (eπ + 1)
+

t

4
.

Завдання 2. Методом резольвент розв’язати iнтегральне рiвняння
Вольтерра:

x(t) = 2

∫ t

0
et−sx(s)ds + cos t.

Розв’язання. Побудуємо послiдовнiсть повторних ядер:
k1(t, s) = k(t, s) = et−s;

k2(t, s) =
∫ t

s et−τeτ−sdτ =
∫ t

s et−sdτ = et−s τ |ts = et−s(t− s);

k3(t, s) =
∫ t

s et−τeτ−s(τ − s)dτ = et−s
∫ t

s (τ − s)dτ = et−s (τ − s)2

2

∣∣∣∣
t

s

=

= et−s (t− s)2

2
;

k4(t, s) =
∫ t

s et−τeτ−s (τ − s)2

2
dτ = et−s

∫ t

s

(τ − s)2

2
dτ = et−s (τ − s)3

2 · 3

∣∣∣∣
t

s

=
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= et−s (t− s)3

2 · 3 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
kn(t, s) = et−s (t− s)n−1

(n− 1)!
.

Тодi резольвента ядра k(t, s) = et−s зображується так:

R(t, s, λ) =
∞∑

n=0

2net−s (t− s)n

n!
= et−s

∞∑
n=0

(2 (t− s))n

n!
= et−se2(t−s) = e3(t−s).

Розв’язок нашого iнтегрального рiвняння Вольтерра запишеться у тако-
му виглядi:

x(t) = cos t + 2

∫ t

0
e3(t−s) cos sds = cos t + 2e3t

∫ t

0
e−3s cos sds.

Обчислимо iнтеграл
∫ t

0 e−3s cos sds : маємо
∫ t

0 e−3s cos sds =
1

10

(
e−3t (sin t−

−3 cos t) + 3) .
Тодi шуканий розв’язок нашого iнтегрального рiвняння Вольтерра

x(t) = cos t+2e3t

∫ t

0
e−3s cos sds = cos t+2e3t

(
1

10

(
e−3t(sin t−3 cos t)+3

))
=

=
1

5
sin t +

2

5
cos t +

3

5
e3t.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Методом резольвент розв’язати iнтегральне рiвняння
Фредгольма:

1. x(t) = −
π
2∫
0

sin t cos sx(s)ds + cos t, t ∈ [0, π
2 ];

2. x(t) =
e

3

1∫
−1

tesx(s)ds +
3t2 + 1

et
, t ∈ [−1, 1];

3. x(t) =
1

6π

2π∫
0

(cos t cos s + 3 sin 2t sin 2s) x(s)ds + 5 cos t, t ∈ [0, 2π];

4. x(t) =
1

2π

2π∫
0

(sin t sin s + cos 2t cos 2s) x(s)ds + cos 2t, t ∈ [0, 2π];
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5. x(t) = −
π
2∫
0

sin t cos sx(s)ds + cos t, t ∈ [0,
π

2
];

6. x(t) = 2
1∫
−1

t2s2x(s)ds + et, t ∈ [−1, 1];

7. x(t) =
0∫
−1

(1 + t)(1− s)x(s)ds + π cos πt, t ∈ [−1, 0];

8. x(t) =
1∫
−1

(ts + t2s2)x(s)ds + 3(t + 1), t ∈ [−1, 1];

9. x(t) =
1

2

1∫
0

(1 + (2t− 1)(2s− 1)) x(s)ds + 3t2, t ∈ [0, 1];

10. x(t) = − 1

8π

2π∫
0

(2 + cos t cos s) x(s)ds + 2t, t ∈ [0, 2π].

Завдання 2. Методом резольвент розв’язати iнтегральне рiвнян-
ня Вольтерра:

1. x(t) =
t∫

0

ch t

ch s
x(s)ds + ch t, t ∈ [0, T ];

2. x(t) =
t∫

0
(t− s)x(s)ds + t, t ∈ [0, T ];

3. x(t) =
t∫

0

1 + s2

1 + t2
ds +

1

1 + t2
, t ∈ [0, T ];

4. x(t) = 2
t∫

0
et2−s2

x(s)ds + et2+2t, t ∈ [0, T ];

5. x(t) = 2
t∫

0
et−sx(s)ds + sin t, t ∈ [0, T ];

6. x(t) =
t∫

0
tsx(s)ds + t, t ∈ [0, T ];

7. x(t) = −
t∫

0
3t−sx(s)ds + t3t, t ∈ [0, T ];
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8. x(t) =
t∫

0

1 + t2

1 + s2x(s)ds + 1 + t2, t ∈ [0, T ];

9. x(t) =
t∫

0

2 + cos t

2 + cos s
x(s)ds + et sin t, t ∈ [0, T ];

10. x(t) = −
t∫

0

ch t

ch s
x(s)ds + t ch t, t ∈ [0, T ].

6.2 Метод послiдовних наближень розв’язування iн-
тегральних рiвнянь

Теоретичнi вiдомостi

Метод послiдовних наближень використовується для розвязування
iнтегральних рiвнянь Фредгольма i Вольтерра другого роду.

Нехай

ϕ(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds + f(t), (λ ∈ C) (16)

причому ядро k(t, s) - неперервна в квадратi [a, b] × [a, b] функцiя двох
змiнних, а вiльний член f(t) - неперервна на [a, b] функцiя. Виберемо до-
вiльну неперервну на [a, b] функцiю ϕ0(t) i пiдставимо її в праву частину
(16). Маємо

ϕ1(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ0(s)ds + f(t),

причому ϕ1(t) також неперервна на [a, b]. Отриману функцiю ϕ1(t) знову
пiдставимо в (16). Результатом знову буде неперервна функцiя

ϕ2(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ1(s)ds + f(t).

Таким же способом, задамо послiдовнiсть функцiй

ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t), . . . , ϕn(t), . . . , (17)

яка є збiжна на [a, b] до розв’язку iнтегрального рiвняння (16). Таким чи-
ном, розв’язком рiвняння (16) буде границя послiдовностi функцiй (17),
тобто

ϕ(t) = lim
n−→∞

ϕn(t).

Зауваження 1. Кожна функцiя послiдовностi (17) залежить вiд вибору
початкового наближення ϕ0(t), однак гранична функцiя ϕ(t) вiд вибору
ϕ0(t) не залежить.
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Зауваження 2. Даний метод застосовують i при розвязуваннi iнте-
гральних рiвнянь Вольтера другого роду. Якщо ϕ0(t) вибрати рiвне f(t),
то метод послiдовних наближень фактично спiвпадає з методом резоль-
вент.

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Розв’язати методом послiдовних наближень iнтегральне
рiвняння Фредгольма

x(t) =
1

2

1∫

0

tsx(s)ds +
5

6
t.

Розв’язання. За початкове наближення виберемо функцiю x0(t) = 0. Тодi

x1(t) =
1

2

1∫
0

ts · 0ds +
5

6
t =

5

6
t,

x2(t) =
1

2

1∫
0

ts · 5

6
sds +

5

6
t =

1

2
· 5

6
t

1∫
0

s2ds +
5

6
t =

1

2
· 5

6
t

s3

3

∣∣∣∣
1

0
+

5

6
t =

=
1

6
· 5

6
t +

5

6
t =

5

6
t

(
1 +

1

6

)
,

x3(t) =
1

2

1∫
0

ts · 5

6
s

(
1 +

1

6

)
ds +

5

6
t =

1

2
· 5

6
t

(
1 +

1

6

) 1∫
0

s2ds +
5

6
t =

=
1

2
· 5

6
t

(
1 +

1

6

)
s3

3

∣∣∣∣
1

0
+

5

6
t =

1

6
· 5

6
t

(
1 +

1

6

)
+

5

6
t =

5

6
t

(
1 +

1

6
+

1

62

)
,

Продовжуючи цей процес, отримаємо

xn(t) =
5

6
t

(
1 +

1

6
+

1

62 + . . . +
1

6n

)
=

5

6
t

n∑

k=0

1

6k
.

Знайдемо границю отриманої послiдовностi:

x(t) = lim
n−→∞

xn(t) =
5

6
t

∞∑

k=0

1

6k
= x.
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Завдання 2. Розв’язати методом послiдовних наближень iнтегральне
рiвняння Вольтерра

x(t) =

t∫

0

x(s)

1 + s2ds + arctg t.

Розв’язання. За початкове наближення виберемо функцiю x0(t) = 0.
Тодi

x1(t) =
t∫

0

0

1 + s2ds + arctg t = arctg t,

x2(t) =
t∫

0

arctg s

1 + s2 ds + arctg t =
arctg2 s

2

∣∣∣∣
t

0
+ arctg t = arctg t +

arctg2 t

2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn(t) = arctg t +
arctg2 t

2
+ . . . +

arctgn t

n!
=

n∑
k=1

arctgk t

k!
.

Отже, розв’язком рiвняння є границя побудованої послiдовностi

x(t) = lim
n−→∞

n∑

k=1

arctgk t

k!
=

∞∑

k=1

arctgk t

k!
= earctg t − 1.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Розв’язати методом послiдовних наближень iнтегральне
рiвняння Фредгольма:

1. x(t) = 2t−
1∫
0

tsx(s)ds, x0(t) = 0;

2. x(t) = 1 + 1
2

∫ 1
0 et−sx(s)ds, x0(t) = 0;

3. x(t) = 2 sin t− sin t
2π

∫ π

0 sx(s)ds, x0(t) = 0;

4. x(t) = cos t− 1
2π

∫ π

0 2 cos t cos sx(s)ds, x0(t) = 0;

5. x(t) = 1
π

∫ π

0 (sin(t− s) + sin(t + s)) x(s)ds + 1, x0(t) = 0;

6. x(t) = 2− ∫ 1
0 sx(s)ds, x0(t) = 0;

7. x(t) = 1 + 1
π

∫ π

0 sin2 sx(s)ds, x0(t) = 0;

8. x(t) = 1 + 1
2

∫ 1
0 ts2x(s)ds, x0(t) = 0;
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9. x(t) = t− 1
2

∫ 1
0 x(s)ds, x0(t) = 0;

10. x(t) =
1

2
(1− t)− π

1∫
0

(1− t) sin 2πsx(s)ds, x0(t) =
1

2
(1− t).

Завдання 2. Розв’язати методом послiдовних наближень iнте-
гральне рiвняння Вольтерра:

1. x(t) = 1 +
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 0;

2. x(t) = t2

2 + t +
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 0;

3. x(t) = 1− t2 + t
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 1− t2;

4. x(t) = 1 + t
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 1;

5. x(t) = 1 + tp
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 1, p = 1, 2, . . .;

6. x(t) = t−
t∫

0
(t− s)x(s)ds, x0(t) = 0;

7. x(t) = 2t +
t∫

0
2t−sx(s)ds, x0(t) = 1;

8. x(t) = 1 +
t∫

0
(t− s)x(s)ds, x0(t) = 0;

9. x(t) = 2−
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 0;

10. x(t) = t +
t∫

0
sx(s)ds, x0(t) = 0.
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6.3 Розв’язування iнтегральних рiвнянь з виродже-
ними ядрами методом зведення їх до системи ал-
гебраїчних рiвнянь

Теоретичнi вiдомостi

Широкий клас iнтегральних рiвнянь розв’язується методом зведення
до системи алгебраїчних рiвнянь, а саме iнтегральнi рiвняння з виродже-
ними ядрами.

Ядро k(t, s) називається виродженим, якщо його можна зобразити у
виглядi скiнченної суми k(t, s) =

∑n
k=1 ak(t)bk(s), де функцiї ak(t) i bk(s)

неперервнi i лiнiйно незалежнi визначенi на [a, b].
Зауважимо, що вироджене ядро має скiнченне число власних значень.

Якщо ж симетричне ядро має скiнченне число власних значень, то воно
вироджене.

Розв’язок iнтегрального рiвняння

ϕ(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds + f(t) (18)

матиме вигляд

ϕ(t) = f(t) + λ
n∑

k=1

ckak(t), (19)

де ck =
∫ b

a bk(s)ϕ(s)ds - невiдомi сталi, оскiльки функцiя ϕ(s) невiдома.
Отже, розв’язування рiвняння (18) зводиться до вiдшукання сталих

ck, k = 1, 2, . . . , n. Пiдставляючи (19) в iнтегральне рiвняння i прирiвню-
ючи коефiцiєнти при ak(t), приходимо до висновку, що сталi ck повиннi
визначатися iз системи алгебраїчних рiвнянь

cm − λ

n∑

k=1

akmck = fm, m = 1, 2, . . . , n

де akm =
∫ b

a ak(t)bm(t)dt, fm =
∫ b

a bm(t)f(t)dt. Нас цiкавить нетривiаль-
ний розв’язок даної системи алгебраїчних рiвнянь. Це можливо, якщо
визначник ∆(λ) цiєї системи вiдмiнний вiд 0, тодi рiвняння (18) має єди-
ний розв’язок, що визначається формулою (19).

У випадку невиродженого ядра можна шукати наближений розв’язок
iнтегрального рiвняння (18), замiнюючи в ньому ядро k(t, s) на «близь-
ке» до нього вироджене ядро k̃(t, s). За k̃(t, s) можна вибрати, напри-
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клад, частинну суму ряду Фур’є ядра k(t, s) по деякiй системi ортонор-
мованих функцiй {ψn(t)}:

k̃(t, s) =
N∑

n=1

ωn(s)ψn(t),

де ωn(s) =
∫ b

a k(t, s)ψn(t)dt.
Якщо ядро k(t, s) є аналiтичною функцiєю s, то наближене ядро

k̃(t, s) можна шукати у виглядi частинної суми степеневого ряду

k̃(t, s) =
N∑

n=0

cn(t)(s− q)n,

де q ∈ [a, b],

cn(t) =
1

n!

∂n

∂sn
k(t, s)

∣∣∣∣
s=q

.

Розв’язання типових задач.

Завдання 1. Розв’язати iнтегральне рiвняння

x(t) = λ

1∫

−1

(st + s2t2)x(s)ds + 1.

Розв’язання. Ядро даного рiвняння вироджене, тому розвязок x(t) шу-
катимемо у виглядi

x(t) = λat + λbt2 + 1,

де a =
∫ 1
−1 sx(s)ds; b =

∫ 1
−1 s2x(s)ds. Домноживши рiвнiсть записану

для x(t) на t та t2 вiдповiдно та проiнтегрувавши на промiжку [−1, 1]
отримаємо систему рiвнянь для вiдшукання коєфiцiєнтiв a та b :{

a =
∫ 1
−1(λat2 + λbt3 + t)dt;

b =
∫ 1
−1(λat3 + λbt4 + t2)dt;{

a = 2
∫ 1

0 (λat2)dt;

b = 2
∫ 1

0 (λbt4 + t2)dt;




a =
2

3
λa;

b =
2

5
λb +

2

3
;
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



a

(
1− 2

3
λ

)
= 0;

b

(
1− 2

5
λ

)
=

2

3
.

Якщо λ 6= 3
2 i λ 6= 5

2 , то a = 0, b = 10
3(5−2λ) . Отже,

x(t) = λ
10

3(5− 2λ)
t2 − 1

– єдиний розв’язок системи нашого iнтегрального рiвняння.
Якщо λ = 3

2 , то b = 5
3 , a-довiльне. В цьому випадку розв’язок iнте-

грального рiвняння запишеться так:

x(t) =
3

2
at− 15

4
t2 + 1.

Якщо λ = 5
2 , то рiвняння розв’язкiв не має.

Завдання 2. Знайти наближений розв’язок iнтегрального рiвняння

x(t) =

∫ 1

0
t sin(ts)x(s)ds + cos t,

замiнивши його ядро наближеним.
Розв’язання. Замiнимо ядро k(t, s) = t sin(ts) рiвняння на близьке ви-
роджене ядро k̃(t, s). За k̃(t, s) виберемо

k̃(t, s) = t

[
ts− 1

6
t3s3

]
.

Тут ми врахували розвинення функцiї sin(ts) в степеневий ряд. Вiдпо-
вiдний наближений розв’язок позначимо x(1)(t). Тодi

x(1)(t) =

∫ 1

0
t2

(
s− 1

6
t2s3

)
x(1)(s)ds + cos t.

Розв’язок x(1)(t) шукатимемо у виглядi x(1)(t) = cos t + c1t
2 + c2t

4.
Пiдставивши останнiй вираз в iнтегральне рiвняння, отримаємо

cos t + c1t
2 + c2t

4 =
∫ 1

0 t2
(
s− 1

6t
2s3

) (
cos s + c1s

2 + c2s
4
)

+ cos t.
Прирiвнюючи коефiцiєнти при t2 i t4, отримаємо систему алгебраї-

чних рiвнянь{
c1 =

∫ 1
0 s(cos s + c1s

2 + c2s
4)ds;

c2 =
∫ 1

0

(1
6

)
s3

(
cos s + c1s

2 + c2s
4
)
ds;
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{
c1 = cos 1− 1 + sin 1− c1

4 + c2

6 ;
c2 = −1

6

(
6− 3 cos 1− 5 sin 1 + c1

6 + c2

8

)
.

Розв’язавши отриману систему двох алгебраїчних рiвнянь, отримає-
мо c1 ≈ 0.4742, c2 ≈ −0.1569. Таким чином

x(1)(t) = cos t + 0.4742t2 − 0.1569t4.

Точним розв’язком вихiдного iнтегрального рiвняння, як можна пере-
конатись безпосередньою пiдстановкою, є функцiя x(t) ≡ 1. На вiдрiзку
[0, 1] максимальне вiдхилення x(1)(t) вiд x(t) складає 0.14.

Апроксимуємо ядро k(t, s) бiльш точно нiж в першому випадку, а
саме за наближене ядро виберемо

k̃(2)(t, s) = t

(
ts− t3s3

6
+

t5s5

120

)
.

Тодi наближений розв’язок шукатимемо у виглядi

x(2)(t) = cos t + c1t
3 + c2t

4 + c3t
6.

Повторивши попереднi мiркування, отримаємо розв’язок

x(2)(t) = cos t + 0.5079t3 − 1.41 · 10−2t4 + 3.562 · 10−1t6.

Максимальне вiдхилення x(2)(t) вiд точного розв’язку x(t) на вiдрiзку
[0, 1] складає 0.034. Тобто похибка обчислень в цьому випадку приблизно
в 5 разiв менша нiж в попередньому.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. За допомогою зведення до систем алгебраїчних рiвнянь
розв’язати iнтегральне рiвняння (λ ∈ C):

1. x(t) = λ
∫ 1
−1(t

4 + 5t3s)x(s)ds + t2 − t4, t ∈ [−1, 1];

2. x(t) = λ
∫ 1
−1(ts

3 + 5t2s2)x(s)ds + 7t3 − 3, t ∈ [−1, 1];

3. x(t) = λ
∫ 1
−1(t

2 − ts)x(s)ds + t2 + t, t ∈ [−1, 1];

4. x(t) = λ
∫ 1
−1(s

2 − ts)x(s)ds + t2 − t, t ∈ [−1, 1];

5. x(t) = λ
∫ π

0 sin(2t + s)x(s)ds + π − 2t, t ∈ [0, π];
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6. x(t) = λ
∫ π

0 sin(t + 2s)x(s)ds + π
2 − t, t ∈ [0, π];

7. x(t) = λ
∫ π

0 cos(2t + s)x(s)ds + sin t, t ∈ [0, π];

8. x(t) = λ
∫ π

0 cos(t− 2s)x(s)ds + cos t, t ∈ [0, π];

9. x(t) = λ
∫ π

0 (sin s + s cos t)x(s)ds + 1− 2t
π , t ∈ [0, π];

10. x(t) = λ
∫ π

0 (sin t + t cos s)x(s)ds + 1 + 2t
π , t ∈ [0, π].

6.4 Метод розв’язування iнтегральних рiвнянь Воль-
терра зведенням їх до диференцiальних

Цим методом розв’язують iнтегральнi рiвняння Вольтерра першого та
другого роду. Проiлюструємо метод зведення iнтегральних рiвнянь до
диференцiальних на прикладах.

Розв’язання типових задач.

Завдання 1. Розв’язати iнтегральне рiвняння Вольтерра, звiвши
його до диференцiального:

x(t) = −2 cos t + 2

∫ t

0
(s− t)x(s)ds. (20)

Розв’язання. Продиференцiюємо обидвi частини даного рiвняння два
рази по t:

x
′
(t) = 2 sin t− 2

∫ t

0
x(s)ds; (21)

x
′′
(t) = 2 cos t− 2x(t).

Таким чином iнтегральне рiвняння Вольтерра ми звели до диференцi-
ального неоднорiдного рiвняння другого порядку зi сталими коєфiцiєн-
тами. З рiвнянь (20) та (21) випливають початковi умови: x(0) = −2,
x
′
(0) = 0. Розв’яжемо отримане диференцiальне рiвняння другого по-

рядку. Розглянемо cпочатку вiдповiдне йому однорiдне диференцiальне
рiвняння:

x
′′
(t) + 2x(t) = 0.

k2 + 2 = 0, k = ±i
√

2.

Тому загальний розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння запи-
шемо у виглядi

xз.о.(t) = C1 cos
√

2t + C2 sin
√

2t.
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Для знаходження частинного розв’язку вiдповiдного неоднорiдного ди-
ференцiального рiвняння, що має вигляд

xч.н.(t) = A cos t + B sin t,

знайдемо сталi A та B.

x
′
ч.н.(t) = −A sin t + B cos t;

x
′′
ч.н.(t) = −A cos t−B sin t.

−A cos t−B sin t + 2A cos t + 2B sin t = 2 cos t;
A cos t + B sin t = 2 cos t;

A = 2, B = 0.

Отже,

xз.н.(t) = xз.о.(t) + xч.н.(t) = C1 cos
√

2t + C2 sin
√

2t + 2 cos t.

x
′
з.н.(t) = −C1

√
2 sin

√
2t + C2

√
2 cos

√
2t− 2 sin t.

Враховуючи початковi умови,
{

x(0) = C1 + 2 = −2;

x
′
(0) = C2

√
2 = 0;

{
C1 = −4;
C2 = 0.

Таким чином розв’язок iнтегрального рiвняння Вольтерра має вигляд:

x(t) = −4 cos
√

2t + 2 cos t.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Розв’язати iнтегральне рiвняння Вольтерра, звiвши його
до диференцiального:

1. x(t) = 1 +
∫ t

0 sx(s)ds;

2. x(t) = et +
∫ t

0 x(s)ds;

3. x(t) = t2 + 2t− ∫ t

0 (t− s)x(s)ds;

4. x(t) = t2 + 2 +
∫ t

0 sx(s)ds;

5. x(t) = 3t + 1 +
∫ t

0 (3t− 3s) x(s)ds;
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6. x(t) = 4et − ∫ t

0 (t− s) x(s)ds;

7. x(t) = t + 4
∫ t

0 sin(t− s)x(s)ds;

8. x(t) = 1 +
∫ t

0

(
(t− s)2 − (t− s)

)
x(s)ds;

9. x(t) = sin t + 1
2

∫ t

0 (t− s)x(s)ds;

10. x(t) = e−t cos t− ∫ t

0 cos t · es−tx(s)ds.

6.5 Iнтегральнi рiвняння iз симетричними ядрами
Розглянемо iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

ϕ(t)− λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t), (λ ∈ C). (22)

Вiдповiдне однорiдне рiвняння

ϕ(t)− λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds = 0 (23)

завжди має тривiальний розв’язок ϕ(t) ≡ 0. Тi значення λ (λ 6= 0) при
яких це рiвняння має ненульовi розв’язки називаються власними (хара-
ктеристичними) числами рiвняння (23) чи ядра k(t, s), а кожен нену-
льовий розв’язок цього рiвняння називається власною функцiєю, що вiд-
повiдає характеристичному числу λ. Множина лiнiйно незалежних вла-
сних функцiй, що вiдповiдають λ завжди скiнченна i називається рангом
характеристичного значення λ.

Нехай ядро k(t, s) iнтегрального рiвняння (22) задовольняє такi умо-
ви: ∫ b

a

∫ b

a

|k(t, s)|2dtds < ∞,

k(t, s) = k(s, t).

Такi iнтегральнi рiвняння називаються рiвняннями з симетричним ядром,
а самi функцiї k(t, s) - симетричними ядрами.

Теорема 1. Якщо λ не спiвпадає з характеристичними числами λn

вiдповiдного однорiдного рiвняння, то рiвняння (22) має для f(t) єдиний
неперервний розв’язок, що визначається формулою

ϕ(t) = f(t)− λ

∞∑
n=1

an

λ− λn
ϕn(t),
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де ϕn(t)-ортонормованi власнi функцiї, що вiдповiдають числам λn, а

an =

∫ b

a

f(t)ϕn(t)dt.

Теорема 2. Нехай λ ∈ C спiвпадає iз λk рангу q, тобто λ = λk =
λk+1 = . . . = λk+q−1. Тодi для iснування розв’язку рiвняння (22) необ-
хiдно й досить, щоб f(t) була ортогональна всiм власним функцiям,
що вiдповiдають числу λk. При цьому (22) має нескiнченну кiлькiсть
розв’язкiв, що мiстять q довiльних констант i задаються формулою

ϕ(t) = f(t)− λ
k−1∑
n=1

an

λ− λn
ϕn(t)− λ

∞∑

n=k+q

an

λ− λn
ϕn(t)+

+c0ϕk(t) + . . . + cqϕk+q−1(t),

де c0, c1, . . . , cq - довiльнi сталi.
Якщо f(t) ортогональна всiм власним функцiям ϕn(t) ядра k(t, s), то

розв’язком рiвняння є сама ця функцiя ϕ(t) = f(t).

Розв’язання типових задач.

Завдання 1. Знайти характеристичнi числа, вiдповiднi нормованi вла-
снi функцiї та розв’язки (при кожному λ, при якому вони iснують)
iнтегрального рiвняння iз симетричним ядром

x(t) = λ

1∫

0

min (t, s) x(s)ds + sin πt.

Спочатку потрiбно знайти тi λn, для яких вiдповiдне однорiдне рiвняння

x(t) = λ

1∫

0

min (t, s) x(s)ds (24)

має нетривiальний розв’язок та вiдповiднi власнi функцiї xn(t).
Очевидно, що

k(t, s) = min(t, s) =

{
t, t ≤ s;
s, t ≥ s.
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Тодi рiвняння (24) перепишеться у виглядi

x(t) = λ

t∫

0

sx(s)ds + λ

1∫

t

tx(s)ds. (25)

Продиференцiювавши його двiчi по змiннiй t, отримаємо

x
′
(t) = λtx(t) + λ

1∫

t

x(s)ds− λtx(t), (26)

x
′′
(t) = −λx(t). (27)

Iз (25) та (26) випливають крайовi умови:
{

x(0) = 0;
x
′
(1) = 0.

1. Якщо λ < 0, то розв’язками вiдповiдного характеристичного рiв-
няння будуть k1,2 = ±√−λ. В такому випадку розв’язок рiвняння
(27) формуємо у виглядi

x(t) = c1e
−√−λt + c2e

√−λt.

Продиференцiюємо його:

x
′
(t) = −c1

√−λe−
√−λt + c2

√−λe
√−λt.

Врахувавши початковi умови, прийдемо до наступної системи для
вiдшукання сталих c1, c2 :

{
c1 + c2 = 0;

−c1
√−λe−

√−λ + c2
√−λe

√−λ = 0;

{
c2 = −c1;

−c1
√−λ

(
e−

√−λ + e
√−λ

)
= 0;

{
c1 = 0;
c2 = 0.

В такому випадку x(t) ≡ 0.
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2. Якщо ж λ > 0, то розв’язками вiдповiдного характеристичного
рiвняння будуть k1,2 = ±i

√
λ. В такому випадку розв’язок рiвняння

(27) формуємо у виглядi

x(t) = c1 cos
√

λt + c2 sin
√

λt.

Продиференцiюємо i цей розв’язок:

x
′
(t) = −c1

√
λ sin

√
λt + c2

√
λ cos

√
λt.

Врахувавши початковi умови, отримаємо таку систему:
{

c1 = 0;

c2
√

λ cos
√

λ = 0;

Оскiльки c2 6= 0, (в такому випадку x(t) ≡ 0) то

cos
√

λ = 0,√
λ =

π

2
+ πn, n = 0, 1, 2, . . . ,

λn =
(π

2
+ πn

)2
, n = 0, 1, 2, . . . .

Власнi функцiї, вiдповiднi власним числам λn мають вигляд

xn(t) = cn sin
(π

2
+ πn

)
t.

Пронормуємо їх, тобто визначимо коефiцiєнти cn iз умови

1∫
0

c2
n sin2

(π

2
+ πn

)
tdt = 1.

Обчисливши iнтеграл в лiвiй частинi цiєї рiвностi, отримаємо cn =
√

2.
Отже

xn(t) =
√

2 sin
(π

2
+ πn

)
t.

Таким чином, при λ 6=
(π

2
+ πn

)2
, n = 0, 1, 2, . . . розв’язком iнтеграль-

ного рiвняння є функцiя

x(t) = sin πt− λ

∞∑
n=1

√
2an

λ− (
π
2 + πn

)2 sin
(π

2
+ πn

)
t,
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де an - коефiцiєнти Фур’є функцiї f(t) = sin πt :

an =
√

2

∫ 1

0
t sin

(π

2
+ πn

)
tdt =

(−1)n
√

2(1
2 − n

) (3π
2 + πn

) .

Отже, остаточно, розв’язок iнтегрального рiвняння запишеться так:

x(t) = sin πt− λ

∞∑
n=1

2(−1)n

(1
2 − n

) (3π
2 + πn

) (
λ− (

π
2 + πn

)2
) sin

(π

2
+ πn

)
t.

При λ =
(π

2
+ πn

)2
, n = 0, 1, 2, . . ., рiвняння розв’язкiв не має, оскiльки

його права частина не ортогональна (an 6= 0) всiм розв’язкам вiдповiд-
ного однорiдного рiвняння.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Знайти характеристичнi числа, вiдповiднi нормованi вла-
снi функцiї та розв’язки (при кожному λ, при якому вони iснують)
iнтегрального рiвняння iз симетричним ядром

x(t) = λ

b∫

a

k (t, s) x(s)ds + f(t), t ∈ [a, b] ,

де:

1. k(t, s) = cos2(t− s), a = −π, b = π, f(t) = sin 2t;

2. k(t, s) = sin t sin s, a = 0, b = 2π, f(t) = cos t + sin t;

3. k(t, s) =

{
cos t sin s, t ≤ s,
cos s sin t, s ≤ t,

a = 0, b = π, f(t) = t;

4. k(t, s) =

{
sin t cos s, t ≤ s,
sin s cos t, s ≤ t,

a = 0, b = π, f(t) = sin
3

2
t;

5. k(t, s) =

{
sin t sin(1− s), t ≤ s,
sin(1− t) sin s, s ≤ t,

a = 0, b = 1, f(t) = cos πt;

6. k(t, s) =

{ −t, t ≤ s,
−s, s ≤ t,

a = 0, b = 1, f(t) = sin πt cos
π

2
t;
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7. k(t, s) =

{
t(s− 1), t ≤ s,
s(t− 1), s ≤ t,

a = 0, b = 1, f(t) = 1;

8. k(t, s) =

{
(t + 1)s, t ≤ s,
t(s + 1), s ≤ t,

a = 0, b = 1, f(t) = sin πt + π cos πt;

9. k(t, s) =

{
(t + 1)(1− s), t ≤ s,
(1− t)(s + 1), s ≤ t,

a = −1, b = 1, f(t) = 1;

10. k(t, s) =

{
(et − e−t)(es + e2−s), t ≤ s,
(es − e−s)(et + e2−t), s ≤ t,

a = 0, b = 1, f(t) = t.

6.6 Теореми Фредгольма для iнтегральних рiвнянь
Розглянемо iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

ϕ(t) =

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds + f(t), (28)

ядро якого задовольняє умовi Гiльберта-Шмiдта:
b∫
a

b∫
a

|k(t, s)|2 dsdt < ∞,

причому умови виродженостi чи симетричностi на функцiю k(t, s) не
накладаються. Вiльний член f(t) рiвняння (28) – це задана функцiя iз
класу L2[a, b], ϕ(t) – невiдома функцiя iз класу L2[a, b].

Ядра класу L2[a, b] називають ядрами Гiльберта-Шмiдта.
Запишемо рiвняння (28) в операторнiй формi

ϕ = Aϕ + f,

де Aϕ(t) =
∫ b

a k(t, s)ϕ(s)ds – iнтегральний оператор Фредгольма.
Покладемо T = I−A, де I – одиничний оператор. Тодi (28) перепишеться
у виглядi

Tϕ = f. (29)

Введемо в розгляд такi рiвняння

Tϕ = 0 (30)

– вiдповiдне (28) однорiдне операторне рiвняння,

T ∗ψ = g (31)

– спряжене рiвняння, де T ∗ = I−A∗, A∗ – оператор, спряжений оператору
Фредгольма,

T ∗ψ = 0 (32)
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– вiдповiдне спряжене однорiдне рiвняння.
Зв’язок мiж властивостями розв’язкiв рiвнянь (29)-(32) встановлю-

ють такi теореми Фредгольма.

Перша теорема Фредгольма. Неоднорiдне рiвняння (29) має роз-
в’язок при тих i лише тих f , котрi є ортогональними кожному розв’яз-
ку спряженого однорiдного рiвняння (32).

Друга теорема Фредгольма (Альтернатива Фредгольма). Або
рiвняння (29) має для будь-якого f ∈ L2[a, b] один i лише один розв’язок,
або однорiдне рiвняння (30) має ненульовий розв’язок.

Третя теорема Фредгольма. Однорiднi рiвняння (30) та (32) ма-
ють одну i ту ж кiлькiсть (причому скiнченну) лiнiйно незалежних
розв’язкiв.

Зауважимо, що цi теореми справедливi для iнтегральних рiвнянь з
симетричними ядрами. Оскiльки оператори A i A∗ спiвпадають, то тре-
тя теорема Фредгольма стає тривiальною. Якщо A – вироджений iнтег-
ральний оператор, то вiдповiднi iнтегральнi рiвняння зводяться до систе-
ми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Очевидно, що теореми Фредгольма в
цьому випадку формулюються у виглядi теорем для вiдповiдних систем
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Розв’язання типових задач.

Завдання 1. Встановити, при яких значеннях λ ∈ C iнтегральне рiв-
няння

x(t) = λ

∫ b

a

ts2e−s4

x(s)ds + t

має розв’язок в просторi L2[a; b]?
Розв’язання. За другою теоремою Фредгольма дане iнтегральне рiв-
няння має розв’язок в просторi L2[a; b] для тих λ, котрi не є власними
числами (характеристичними числами) вiдповiдного однорiдного рiвня-
ння.
Вiдповiдне однорiдне рiвняння має вигляд

x(t) = λ

∫ b

a

ts2e−s4

x(s)ds,

або
x(t) = λct, (33)

106



де

c =

∫ b

a

s2e−s4

x(s)ds. (34)

Домножимо обидвi частини (33) на t2e−t4 та проiнтегруємо вiд a до b.
Отримаємо

∫ b

a

t2e−t4x(t)dt = λc

∫ b

a

t3e−t4 = −λc

4
e−t4

∣∣∣
b

a
=

λc

4

eb4 − ea4

ea4+b4 ,

або ж, врахувавши (34),

c

(
1− λ

4

eb4 − ea4

ea4+b4

)
= 0.

Оскiльки c 6= 0, то

λ =
4ea4+b4

eb4 − ea4 .

Отже, для всiх λ таких, що λ 6= 4ea4+b4

eb4 − ea4 дане iнтегральне рiвняння має

розв’язок в просторi L2[a; b].
Завдання 2. Для яких f(t) ∈ L2[0, 1] рiвняння

x(t) =

∫ 1

0
ts2x(s)ds + f(t)

має розв’язок?
Розв’язання. Використаємо першу теорему Фредгольма. Вiдповiдне одно-
рiдне спряжене рiвняння

y(t) = 4

∫ 1

0
t2sy(s)ds,

або
y(t) = 4at2,

де

a =

∫ 1

0
sy(s)ds.

Отже, власною функцiєю оператора A∗ є y(t) = t2. Щоб дане рiвняння
мало розв’язок, f(t) має бути ортогональною до всiх власних функцiй
спряженого оператора A∗, тобто

∫ 1

0
t2y(t)dt = 0.
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Очевидно, що y(t) = cos πt3.
Завдання 3. Знайти всi значення параметрiв p та q для яких iнте-
гральне рiвняння

x(t) = λ

∫ π

−π

(t sin s + cos t)x(s)ds + pt + q

має розв’язок в просторi L2[a, b] для довiльних λ ∈ C.
Розв’язання. Згiдно першої теореми Фредгольма для iснування розв’яз-
ку iнтегрального рiвняння достатньо, щоб функцiя f(t) = pt + q була
ортогональна до кожного розв’язку y(t) вiдповiдного однорiдного спря-
женого рiвняння:

y(t) = λ

∫ π

−π

(s sin t + cos s)y(s)ds.

Розв’язок цього спряженого однорiдного рiвняння шукатимемо у виглядi

y(t) = λc1 sin t + λc2, (35)

де c1 =
∫ π

−π sy(s)ds, c2
∫ π

−π cos sy(s)ds. Домноживши рiвнiсть (35) на t та
проiнтегрувавши на промiжку [−π, π], матимемо:

∫ π

−π

ty(t)dt = λc1

∫ π

−π

t sin tdt + λc2

∫ π

−π

tdt,

або, пiсля обчислень iнтегралiв, присутнiх в останнiй рiвностi, отримаємо

c1 = 2πλc1.

Домноживши (35) на cos t та проiнтегрувавши на промiжку [−π, π], ма-
тимемо:

∫ π

−π

cos ty(t)dt = λc1

∫ π

−π

sin t cos tdt + λc2

∫ π

−π

cos tdt,

або, пiсля вiдповiдних обчислень iнтегралiв, можемо записати, що

c2 = 0.

Таким чином маємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:
{

c1(1− 2πλ) = 0,
c2 = 0.

Звiдси очевидним є такий висновок:
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1. при λ 6= 1

2π
отримаємо c1 = c2 = 0. Отже, y(t) = 0 i (y, f) = 0 для

всiх f(t), тобто при довiльних p та q;

2. при λ =
1

2π
матимемо c2 = 0, c1 -довiльне i y(t) =

c1

2π
sin t. Тому

(y, f) = 0, якщо
∫ π

−π

c1

2π
sin t (pt + q) dt =

c1

2π
p

∫ π

−π

t sin tdt = 0.

В цьому випадку, q – довiльне, а p = 0.

Завдання 4. Знайти всi значення λ, при яких рiвняння

x(t) = λ

∫ π
2

0
cos(t + s)x(s)ds + f(t)

має єдиний розв’язок для будь-яких функцiй f .
Розв’язання. Дане iнтегральне рiвняння матиме єдиний розв’язок для
тих λ, що не є власними значеннями вiдповiдного однорiдного рiвняння.
Вiдповiдне однорiдне рiвняння

x(t) = λ

∫ π
2

0
cos(t + s)x(s)ds,

або
x(t) = λa cos t− λb sin t,

де a =
∫ π

2

0 (cos s)x(s)ds, b =
∫ π

2

0 (sin s)x(s)ds.
∫ π

2

0
x(t) cos tdt = λa

∫ π
2

0
x(t) cos2 tdt− λb

2

∫ π
2

0
x(t) sin 2tdt,

a = λa

(
t

2
+

sin 2t

4

)∣∣∣∣
π
2

0
a +

λb

4
cos 2t

∣∣∣∣
π
2

0
= λa

π

4
− λb

2
.

∫ π
2

0
x(t) sin tdt =

λa

2

∫ π
2

0
x(t) sin 2tdt− λb

∫ π
2

0
x(t) sin2 tdt,

b = −λa

4
cos 2t

∣∣∣∣
π
2

0
− λb

(
t

2
− sin 2t

4

)∣∣∣∣
π
2

0
=

λa

2
− λb

π

4
.

Таким чином отримуємо однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь вiдносно a i b : 




a
(
1− λ

π

4

)
− λ

2
b = 0,

b
(
1 + λ

π

4

)
− λ

2
a = 0.
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Визначник даної системи
∣∣∣∣∣∣∣

1 −λ
π

4
− λ

2

−λ

2
1 + λ

π

4

∣∣∣∣∣∣∣
= 1− λ2

(
π2 − 4

)

16
.

Власнi числа вiдповiдного однорiдного iнтегрального рiвняння отриму-
ватимемо, коли визначник одержаної однорiдної системи лiнiйних алге-

браїчних рiвнянь буде рiвний нулевi, тобто 1 − λ2
(
π2 − 4

)

16
= 0. Звiдси

отримаємо: λ = ± 4√
π2 − 4

– власнi числа Тому для всiх λ 6= ± 4√
π2 − 4

наше iнтегральне рiвняння буде мати єдиний розв’язок.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Знайти всi значення параметрiв p, q, r, для яких iнте-
гральне рiвняння

x(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)x(s)ds + f(t)

має розв’язок в просторi L2[a, b] для довiльних λ ∈ C, якщо:

1. k(t, s) = 3
√

t + 3
√

s, f(t) = pt2 + qt + r, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

2. k(t, s) = 1 + ts, f(t) = pt2 + qt + r, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

3. k(t, s) = ts + t2s2, f(t) = pt2 + qt + r, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

4. k(t, s) = t2 + ts2, f(t) = pt + q, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

5. k(t, s) =
1

2

(
ts + t2s2

)
, f(t) = pt + q, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

6. k(t, s) = t2s + ts2, f(t) = pt + qt3, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

7. k(t, s) = 3t + ts− 5t2s2, f(t) = pt, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

8. k(t, s) = 3 sin t + cos s, f(t) = pt + q, t ∈ [a, b] =
[
−π

2
,
π

2

]
;

9. k(t, s) = cos(t + s), f(t) = p sin t + q, t ∈ [a, b] = [0, π] ;
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10. k(t, s) = t cos s + sin t sin s, f(t) = p + q cos t, t ∈ [a, b] = [−π, π] .

Завдання 2. Знайти всi значення λ, при яких наступнi iнтегральнi
рiвняння мають єдиний розв’язок для будь-якої функцiї f :

1. x(t) = λ
∫ 1

0

(
t2s2 − 2

45

)
x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,1];

2. x(t) = λ
∫ 2
−2(t

2s + ts2)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[−2,2];

3. x(t) = λ
∫ 1
−1(t

3 − ts3)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[−1,1];

4. x(t) = λ
∫ 1
−1(ts− 2t2)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[−1,1];

5. x(t) = λ
∫ 1
−1(t

2 − s)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[−1,1]

6. x(t) = λ
∫ 2π

0

(1
2 + cos2(t + s)

)
x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,2π];

7. x(t) = λ
∫ 2π

0 cos(2t− s)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,2π];

8. x(t) = λ
∫ 2π

0 sin(t− s)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,2π];

9. x(t) = λ
∫ π

0 cos(t + s)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,π];

10. x(t) = λ
∫ π

2

0 cos(t + s)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,π
2 ].
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7 Узагальненi функцiї
Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Простiр основних функцiй D (R) та збiжнiсть в ньому.

2. Означення узагальненої функцiї. Регулярнi та сингулярнi узагаль-
ненi функцiї.

3. Носiї основної та узагальненої функцiй.

4. Збiжнiсть в просторi узагальнених функцiй D
′
(R).

5. Простiр основних функцiй повiльного росту S(R) та збiжнiсть в
ньому.

Теоретичнi вiдомостi

В багатьох фiзичних задачах класичне поняття функцiї в найшир-
шому розумiннi(тобто як будь-яке правило, що ставить у вiдповiднiсть
кожному значенню x iз областi визначення цiєї функцiї деяке число y iз
множини значень цiєї ж функцiї) виявляється недостатнiм. Застосову-
ючи, наприклад, теорiю математичного аналiзу до тих чи iнших задач,
виникають ситуацiї, коли не можна виконати деякi операцiї. Функцiю,
що не має похiдної в окремих точках або навiть скрiзь в областi задан-
ня, не можна диференцiювати, якщо пiд похiдною розумiти «звичайну»
функцiю. Звуження множини функцiй, обмежившись лише розглядом
аналiтичних функцiй, безумовно не є рацiональним. Або розглянемо та-
ку фiзичну задачу як розподiл мас вздовж числової прямої. Цей розподiл
зручно визначати щiльнiстю цього розподiлу. Але якщо ж на прямiй iсну-
ють точки, що мають додатну масу, тодi щiльнiсть такого розподiлу не
описується жодною «звичайною» функцiєю.

Подiбнi проблеми, виявляється, вирiшуються не шляхом звуження, а
шляхом iстотного розширення поняття функцiї, вводячи так званi уза-
гальненi функцiї. Основою для введення вiдповiдних нових понять є по-
няття спряженого простору.

Розглянемо iдею побудови поняття узагальненої функцiї. Нехай f –
фiксована функцiя на числовiй прямiй, iнтегровна на кожному скiнчен-
ному промiжку цiєї прямої. I нехай ϕ – неперервна функцiя, що обер-
тається в нуль поза деяким скiнченним iнтервалом. Такi функцiї нази-
вають фiнiтними. Iнтервали, зовнi якого функцiї ϕ дорiвнюють нулевi,
можуть бути рiзними для рiзних функцiй ϕ. Кожнiй такiй функцiї ϕ
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можна за допомогою фiксованої функцiї f поставити у вiдповiднiсть чи-

сло (f, ϕ) =
∞∫
−∞

f(x)ϕ(x)dx, причому, очевидно цей iнтеграл береться по

деякому скiнченному iнтервалу згiдно фiнiтностi функцiї ϕ(x). Таким
чином, цю функцiю f можемо розглядати як лiнiйний функцiонал (згiд-
но властивостей iнтеграла), визначений на просторi фiнiтних функцiй.
Зауважимо, що якщо кожнiй фiнiтнiй функцiї ϕ поставити у вiдповiд-
нiсть значення функцiї ϕ в точцi x = x0, x0 ∈ [a, b], тодi ми теж маємо
лiнiйний функцiонал на просторi фiнiтних функцiй. Але останнiй – це

функцiонал, що зображується у виглядi iнтеграла
∞∫
−∞

f(x)ϕ(x)dx.

Ми приходимо до висновку, що функцiї f(x) звичайним способом
включаються в деякий ширший клас – клас всiх лiнiйних функцiоналiв
заданих в просторi фiнiтних функцiй.

Запас функцiй ϕ, визначених на R, можна вибирати рiзним способом.
Однак, до цього запасу включають лише неперервнi та фiнiтнi функцiї i
такi, що нескiнченне число разiв диференцiйовнi та визначенi на всiй чи-
словiй прямiй. Позначимо такий запас функцiй ϕ символом D(R). Оче-
видно, функцiї, що належать класу D(R) утворюють лiнiйний простiр зi
звичайними операцiями додавання функцiй та множення їх на числа. В
цьому просторi D(R) не вводиться поняття норми, але в ньому звичай-
ним способом вводять поняття збiжностi.

Послiдовнiсть функцiй (ϕn(x)) iз D(R) називається збiжною до фун-
кцiї (ϕ(x)) iз D(R), якщо:

1) iснує один iнтервал, зовнi якого всi ϕn обертаються в нуль;

2) послiдовнiсть похiдних
(
ϕ

(k)
n

)
порядку k (k = 0, 1, 2, . . .) збiжна на

цьому iнтервалi рiвномiрно до ϕ(k)(x).

Тут рiвномiрної збiжностi вiдносно k = 0, 1, 2, . . . не вимагається. Похiд-
на нульвого порядку – це за визначенням є сама функцiя.

Лiнiйний простiр D(R) зi збiжнiстю визначеною вище, називається
основним простором, а елементи цього простору називаються основними
функцiями.

Узагальненою функцiєю, визначеною на числовiй прямiй R, називає-
ться будь-який лiнiйний неперервний функцiонал на класi основних фун-
кцiй D(R). Значення функцiоналу(узагальненої функцiї) f на основнiй
функцiї ϕ будемо записувати у виглядi (f, ϕ) .

Пояснимо детально всi складовi частини узагальненої функцiї.
1. Узагальнена функцiя f є функцiоналом на D(R), тобто кожнiй

функцiї ϕ ∈ D(R) ставиться у вiдповiднiсть число (f, ϕ) .
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2. Узагальнена функцiя f є лiнiйний функцiонал на D(R), тобто для
довiльних ϕ, ψ ∈ D(R), та λ, µ ∈ C

(f, λϕ + µψ) = λ (f, ϕ) + µ (f, ψ) .

3. Узагальнена функцiя є неперевний функцiонал на D(R), тобто
якщо ϕn → ϕ при n →∞ в D(R), то

(f, ϕn) → (f, ϕ) при n →∞.

Очевидно, кожна iнтегровна на будь-якому скiнченному iнтервалi
функцiя f(x) породжує деяку узагальнену функцiю, оскiльки вираз

(f, ϕ) =

∞∫

−∞
f(x)ϕ(x)dx, (36)

є неперервним лiнiйним функцiоналом на просторi D(R).
Якщо узагальнена функцiя зображається у виглядi (36), то вона на-

зивається регулярною, в протилежному випадку (тобто коли зображен-
ня (36) неможливе) – сингулярною. Iншими словами, клас узагальнених
функцiй дiлиться на двi частини: одна – це регулярнi узагальненi функцiї
(для яких можливе зображення (36)) i друга – це сингулярнi узагальненi
функцiї (для яких не є можливим зображення (36)).

Прикладом сингулярної узагальненої функцiї є функцiя Дiрака (або
«δ»-функцiя):

(f, ϕ) = ϕ(0) = (δ(x), ϕ(x)) .

Це є неперервний лiнiйний функцiонал на просторi D(R). Цей функцiо-
нал зображують, як правило, в такому виглядi:

∞∫

−∞
δ(x)ϕ(x)dx,

розумiючи пiд δ(x) «функцiю», яка дорiвнює нулю при всiх x 6= 0 та

обертається в точцi x = 0 в нескiнченiсть так, що
∞∫
−∞

δ(x)dx = 1.

Простiр всiх узагальнених функцiй позначають D
′
(R).

Множину всiх точок числової прямої, в кожному околi яких f 6= 0,
називають носiєм узагальненої функцiї та позначають символом supp f.
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Послiдовнiсть узагальнених функцiй (fn) називається збiжною до
узагальненої функцiї f в D

′
(R), якщо для кожної функцiї ϕ ∈ D(R)

виконується спiввiдношення:

(fn, ϕ) → (f, ϕ) при n →∞.

Тобто збiжнiсть послiдовностi узагальнених функцiй є збiжнiстю на ко-
жному елементi iз D(R).

До простору основних функцiй повiльного росту S(R) вiднесемо всi
нескiнченну кiлькiсть разiв диференцiйовнi функцiї, якi при |x| → ∞
разом зi всiма своїми похiдними прямують до нуля швидше будь-якої
степенi 1

|x| . Збiжнiсть в S(R) визначимо наступним чином: ϕn → ϕ при
n →∞ в S(R) якщо

xkϕ(l)
n ⇒ ϕ(l) при n →∞ ∀k, l ∈ N ∪ {0} .

Нехай f ∈ Ck, тодi для всiх α ∈ N, α ≤ k та ϕ(x) ∈ D(R) справе-
дливою є формула диференцiювання узагальненої функцiї f iз D

′
(R) :

(Dαf, ϕ) = (−1)α (f, Dαϕ) .

Розв’язання типових задач.

Завдання 1. Чи збiгається в D(R) послiдовнiсть основних функцiй

а) ϕn(x) =
1

n
ϕ(x); б) ϕn(x) =

1

n
ϕ

(x

n

)
,

де ϕ – неперервна фiнiтна функцiя, ϕ ∈ D(R).
Розв’язання. а) Оскiльки ϕ(x) є фiнiтною, то iснує така замкнена обме-
жена область B ⊂ R, що ϕn(x) 6= 0 ∀x ∈ B. Очевидно, що k-та похiдна

ϕ(k)
n (x) =

1

n
ϕ(k)(x), k = 0, 1, 2, . . . .

Знайдемо поточковi границi

lim
n→∞

ϕn(x) = 0, lim
n→∞

ϕ(k)
n (x) = 0, k = 0, 1, 2, . . . .

Перевiримо, чи є ϕ(x) = 0 границею ϕn(x) в D(R), тобто чи має мiсце
рiвномiрна збiжнiсть ϕ

(k)
n (x) ⇒ 0 при n →∞. Щоб мала мiсце рiвномiрна

збiжнiсть функцiональних послiдовностей
(
ϕ

(k)
n (x)

)
, k = 0, 1, 2, . . . до

функцiї ϕ(x) ≡ 0 ∀x ∈ B потрiбно довести, що

∀ε > 0 ∃N(ε) ∀n > N(ε) ∀x ∈ B
∣∣∣ϕ(k)

n (x)− 0
∣∣∣ < ε.
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Функцiя ϕ(k)(x) є обмеженою, бо неперервна на замкненiй множинi B,
тобто ∃L > 0, що

∣∣ϕ(k)(x)
∣∣ < L, тому

∣∣∣ϕ(k)
n (x)− 0

∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

n
ϕ(k)(x)

∣∣∣∣ ≤
L

n
< ε.

Таким чином як тiльки n >

[
L

ε

]
+ 1, то

∣∣∣ϕ(k)
n (x)

∣∣∣ < ε при ∀x ∈ B,

∀k = 0, 1, 2, . . . . Отже ϕn(x) є рiвномiрно збiжною в D(R) до функцiї
ϕ(x) = 0.

б) Нехай suppϕ(x) = [a, b], причому b > a > 0. Тодi suppϕ
(x

2

)
=

[2a, 2b], . . . , suppϕ
(x

n

)
= [na, nb]. Функцiї ϕn(x) немають спiльної обла-

стi фiнiтностi, тому послiдовнiсть ϕn(x) не збiгається в D(R).
Завдання 2. Користуючись означенням, довести що функцiонали f є
узагальненими функцiями, якщо ϕ(x) ∈ D(R):
а) f(ϕ) = ϕ

′
(0); б) f(ϕ) =

∫
R ϕ(x)dx.

Розв’язання. В кожному з випадкiв потрiбно перевiрити чи є даний
функцiонал лiнiйним та неперервним. а) Перевiримо лiнiйнiсть.

f(αϕ + βψ) = (αϕ + βψ)
′
(0) = αϕ

′
(0) + βψ

′
(0).

Отже, функцiонал f є лiнiйним. Перевiримо неперевнiсть функцiоналу
f. Нехай ϕn(x) → ϕ(x) при n →∞ в D(R). Функцiї ϕn(x) фiнiтнi, тобто
∃l > 0, що suppϕn(x) ∈ Ul. Тут Ul – скiнченний iнтервал, поза яким
ϕn(x) = 0.

(f, ϕn(x)) = ϕ
′
n(0) ⇒ ϕ

′
(0) при n →∞,

бо ϕ
(k)
n (x) ⇒ ϕ(k)(x) ∀x ∈ Ul.

supp f = {0} .
б) Оскiльки функцiонал f(ϕ) =

∫
R ϕ(x)dx задається iнтегралом, то лi-

нiйнiсть є очевидною. Нехай ϕn(x) → ϕ(x) при n →∞ в D(R). Оскiльки
ϕn(x) збiгається до ϕ(x) рiвномiрно, то справедливим є граничний пере-
хiд пiд знаком iнтеграла:

lim
n→∞

f(ϕn) =

∫

R
lim
n→∞

ϕn(x)dx = f(ϕ).

supp f = R.

Завдання 3. Довести, що функцiонал P 1

x
, що задається формулою

(
P 1

x

)
(ϕ) = lim

ε→0




−ε∫

−∞

ϕ(x)

x
dx +

∞∫

ε

ϕ(x)

x
dx


 = V.p.

∞∫

−∞

ϕ(x)

x
dx
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є узагальненою функцiєю, де ϕ(x) ∈ D(R).
Розв’язання. Лiнiйнiсть очевидна:

(
P 1

x

)
(αϕ + βψ) = V.p.

∞∫

−∞

αϕ(x) + βψ(x)

x
dx = V.p.


α

∞∫

−∞

ϕ(x)

x
dx+

+β

∞∫

−∞

ψ(x)

x
dx


 = α

(
P 1

x

)
(ϕ) + β

(
P 1

x

)
(ψ).

Для доведення неперервностi зробимо в iнтегралi
−ε∫
−∞

ϕ(x)

x
dx замiну x на

−x.

(
P 1

x

)
(ϕ) = lim

ε→0




ε∫

∞

ϕ(−x)

x
dx +

∞∫

ε

ϕ(x)

x
dx


 = lim

ε→0

∞∫

ε

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
dx =

=
∞∫
0

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
dx.

Зауважимо, що x = 0 не є особливою точкою, бо

lim
x→0

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
=

(
0

0

)
= lim

x→0

ϕ
′
(x) + ϕ

′
(x)

1
= 2ϕ

′
(0).

Нехай ϕn(x) → ϕ(x) при n → ∞ в D(R), тодi ϕn(x) ⇒ ϕ(x). Оскiльки
функцiя ϕ(x)– фiнiтна, то iнтеграл буде братись по обмеженому про-
мiжку Ul, тому згiдно рiвномiрної збiжностi послiдовностi ϕn(x), можна
здiйснити граничний перехiд пiд знак iнтегралу, тобто

f(ϕn) =

∫ ∞

0

ϕn(x)− ϕn(−x)

x
→

∫ ∞

0

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
= f(ϕ) при n →∞.

Отже, функцiонал P 1

x
є узагальненою функцiєю.

Завдання 4. Довести, що в D
′
(R) :

а) fε(x) =
ε

π (x2 + ε2)
−−−→
ε→0+

δ(x); б) fε(x) =
1√
ε
e−

x2

ε dx −−−→
ε→0+

√
πδ(x).
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Розв’язання. а) Згiдно означення збiжностi в просторi D′
(R) необхiдно

довести, що

fε(x) = (fε(x), ϕ(x)) =

∫

R

εϕ(x)

π (x2 + ε2)
dx −−−→

ε→0+
ϕ(0), ϕ(x) ∈ D(R).

Функцiя ϕ(x) є неперервною на R в тому числi i в точцi x = 0, тому

∀η > 0 ∃δ(η) > 0 ∀x ∈ UR |x| < δ |ϕ(x)− ϕ(0)| < η.

Таким чином,
∣∣∣∣
∫

R

εϕ(x)

π (x2 + ε2)
dx−

∫

R

εϕ(0)

π (x2 + ε2)
dx

∣∣∣∣ ≤
∫

R

ε |ϕ(x)− ϕ(0)|
π (x2 + ε2)

dx ≤

≤ η
arctg ε

x

π

∣∣∣∣
∞

−∞
= η −−→

η→0
0.

Збiжнiсть має мiсце.
б) Аналогiчно як i у випадку а) доводимо, що

fε(x) = (fε(x), ϕ(x)) =

∫

R

e
−x2

ε√
ε

ϕ(x)dx −−−→
ε→0+

√
πϕ(0), ϕ(x) ∈ D(R).

За рахунок неперевностi ϕ(x)

∀η > 0 ∃δ(η) > 0 ∀x ∈ UR |x| < δ |ϕ(x)− ϕ(0)| < η,

тому

|(fn, ϕ)− (f, ϕ)| =
∣∣∣∣∣
∫

R

e
−x2

ε√
ε

ϕ(x)dx−√πϕ(0)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

R

e
−x2

ε√
ε

ϕ(x)dx−

−
∫

R

e
−x2

ε√
ε

ϕ(0)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫

R

e
−x2

ε√
ε
|ϕ(x)− ϕ(0)| dx ≤ √

πη −−→
η→0

0.

В процесi обчислень ми використали iнтеграл Пуассона:
∫∞
−∞ e−x2

dx =

=
√

π.
Завдання 5. Чи належать до простору S(R) функцiї:

a) e−x2

; б)
x5

1 + x10 .

Розв’язання Потрiбно перевiрити, чи належать данi функцiї до класу
C∞ тобто чи є нескiнченну кiлькiсть разiв диференцiйовнi та чи
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lim
x→∞

∣∣xkϕ(l)(x)
∣∣ = 0 ∀k, l ∈ N ∪ {0} , ϕ(x) ∈ D(R).

а) Оскiльки будь-яка степенева функцiя прямує до нуля повiльнiше вiд

показникової, то lim
x→∞

xke−x2

= lim
x→∞

xk

ex2 =
(∞
∞

)
= 0.

Знайдемо похiднi функцiї ϕ(x) :

ϕ
′
(x) = (−2x)e−x2

= e−x2 · P1(x);
ϕ
′′
(x) = 4x2e−x2 − 2e−x2

= e−x2 · P2(x).

Продовжуючи цей процес,

ϕ(l)(x) = e−x2 · Pl(x),

де Pl(x)– многочген степеня l. Отже ϕ(x) ∈ C∞.
Знайдемо границю

lim
x→∞

∣∣∣xkϕ(l)(x)
∣∣∣ = lim

x→∞

∣∣∣xke−x2 · Pl(x)
∣∣∣ = lim

x→∞

∣∣∣∣
Pl+k(x)

ex2

∣∣∣∣ = 0,

тобто функцiя e−x2 належить до S(R).

б) Якщо k = 5, то lim
x→∞

xkϕ(x) 6= 0, бо lim
x→∞

x5 x5

1 + x10 = 1. Отже, ϕ(x) =

x5

1 + x10 /∈ S(R).

Завдання 6. Чи збiгається в S(R) послiдовнiсть:

а) ϕn(x) =
1

n
ϕ(x); б) ϕn(x) =

1

n
ϕ(nx), ϕ(x) ∈ D(R).

Розв’язання. Для послiдовностi ϕn(x) потрiбно перевiрити, чи нале-
жить гранична функцiя ϕ(x) до S(R) та чи xkϕ

(l)
n ⇒ ϕ(l) при n →

∞ ∀k, l ∈ N ∪ {0} .

а) Знайдемо вигляд функцiї ϕ(x) : ϕ(x) = lim
n→∞

ϕn(x) = lim
n→∞

1

n
ϕ(x) = 0.

lim
n→∞

sup
x∈R

|ϕn(x)− ϕ(x)| = lim
n→∞

sup
x∈X

∣∣∣∣
1

n
ϕ(x)− 0

∣∣∣∣ = 0.

Знайдемо похiднi функцiй ϕn(x) :

ϕ(l)
n (x) =

1

n
ϕ(l)(x), l = 0, 1, 2, . . . .
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Тепер перевiримо, чи буде xkϕ
(l)
n ⇒ ϕ(l) при n →∞ :

lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣xkϕ(l)
n − ϕ(l)

∣∣∣ = lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣∣xk 1

n
ϕ(l)(x)

∣∣∣∣ =

= lim
n→∞

1

n
sup
x∈X

∣∣∣xkϕ(l)(x)
∣∣∣ = lim

1

n
Ckl = 0.

Отже послiдовнiсть ϕn(x) є збiжною до нуля в S(R).

б) Перевiримо, чи належать простору S(R) функцiї ϕn(x) =
1

n
ϕ(nx).

ϕ(x) = lim
n→∞

ϕn(x) = lim
n→∞

1

n
ϕ(nx) = 0.

Знайдемо похiднi функцiй ϕn(x) :

ϕ
′
n(x) = ϕ

′
(nx);

ϕ
′′
n(x) = nϕ

′′
(nx).

Оскiльки

lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣xϕ
′′
n(x)

∣∣∣ = lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣xnϕ
′′
(nx)

∣∣∣ = lim
n→∞

sup
t∈R

∣∣∣tϕ′′
(t)

∣∣∣ 6= 0,

якщо тiльки ϕ(t) 6= 0, тому послiдовнiсть ϕn(x) не є збiжною в S(R).
Завдання 7.Знайдiть похiднi наступних узагальнених функцiй:

а) функцiї Хевiсайда θ(x) =

{
1, x > 0;
0, x < 0;

б) θ(x− a);

в) f(x) = θ(x) cos x; г)f(x) = [x] ; д)f(x) =

{
x2, |x| ≤ 1;
0, |x| > 1.

Розв’язання а)

(
θ
′
(x), ϕ(x)

)
= −

(
θ(x), ϕ

′
(x)

)
= −

∞∫

0

ϕ
′
dx = −

∞∫

0

ϕ
′
dϕ = −ϕ(∞)+ϕ(0) =

= ϕ(0) = (δ(x), ϕ(x)) .

Отже, θ
′
(x) = δ(x) – функцiя Дiрака.

б) θ(x− a) =

{
1, x− a > 0;
0, x− a < 0;

=

{
1, x > a;
0, x < a.

(
θ
′
(x− a), ϕ(x)

)
= −

(
θ(x− a), ϕ

′
(x)

)
= −

∞∫

a

dϕ = −ϕ(∞) + ϕ(a) =

= ϕ(a) = (δ(x− a), ϕ(x)) .
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Отже, θ
′
(x− a) = δ(x− a).

в)

(
(θ(x) cos x)

′
, ϕ(x)

)
= −

∞∫

0

cos xdϕ = − cos xϕ(x)|∞0 +

+

∞∫

0

ϕ(x)(− sin x)dx = ϕ(a) = (δ(x), ϕ(x))− (θ(x) sin x, ϕ(x)) .

Отже, (θ(x) cos x)
′
= −θ(x) sin x + δ(x).

г)

(
[x]

′
, ϕ(x)

)
= −

(
[x] , ϕ

′
(x)

)
= −

1∫

0

0dϕ−
2∫

1

1dϕ−
3∫

2

2dϕ−. . .−
k+1∫

k

kdϕ+. . . +

+

0∫

−1

1dϕ +

−1∫

−2

2dϕ +

−2∫

−3

3dϕ + . . . +

−k+1∫

−k

kdϕ + . . . =

= −ϕ(2) + ϕ(1)− 2ϕ(3) + 2ϕ(2) + . . .− kϕ(k + 1) + kϕ(k) + . . . +

+ϕ(0)−ϕ(−1)+2ϕ(−1)−2ϕ(−2)+3ϕ(−2)−3ϕ(−3)+ . . .+kϕ(−k+1)−
− kϕ(−k) + . . . =

∑

k∈Z

δ(x− k).

д)

(
f
′
(x), ϕ(x)

)
= −

(
f(x), ϕ

′
(x)

)
= −

1∫

−1

x2dϕ = −x2ϕ(x)
∣∣1
−1+

1∫

−1

2xϕ(x)dx =

= −ϕ(1) + ϕ(−1) +

1∫

−1

2xϕ(x)dx =

= − (δ(x− 1), ϕ(x)) + (δ(x + 1), ϕ(x)) +

∞∫

−∞
θ(1− |x|) · 2xϕ(x)dx,

де

θ(1− |x|) =

{
1, |x| < 1;
0, |x| > 1.

Отже, f
′
(x) = δ(x + 1)− δ(x− 1) + 2xθ(1− |x|).
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Завдання для iндивiдуальних, самостiйних,
лабораторних робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Нехай ϕ ненульова функцiя з D(R). Чи збiгається в D(R)
послiдовнiсть:
1. ϕn(x) = ϕ(x + n); 2. ϕn(x) =

1

n!
ϕ(nx);

3. ϕn(x) =
1

n
ϕ(e−nx); 4. ϕn(x) =

1

n2ϕ(
√

n + x);

5. ϕn(x) = ϕ(x2n); 6. ϕn(x) =
1

nn
ϕ(nx);

7. ϕn(x) =
1

n
ϕ(x + 1); 8. ϕn(x) =

1

2n
ϕ

(x

2

)
;

9. ϕn(x) =
1

2n
ϕ (2nx) ; 10. ϕn(x) =

1

2n
ϕ (x− n) .

Завдання 2. Користуючись означенням довести, що такi функцiона-
ли є узагальненими функцiями. Знайти supp f :

1. f(ϕ) =
∫
R

xϕ(x)dx; 2. f(ϕ) =
∞∑

n=1
ϕ(n)(n);

3. f(ϕ) =
1∫
−1
|x|ϕ′

(x)dx; 4. f(ϕ) =
∫
R
|x|ϕ(x)dx;

5. f(ϕ) =
3∫
1

xϕ
′′
(x)dx + ϕ(0); 6. f(ϕ) =

2π∫
0

sin xϕ(x)dx + ϕ(1);

7. f(ϕ) =

1
2∫
0

ϕ(x)dx + ϕ(1); 8. f(ϕ) =
∫
R

x2ϕ(x)dx;

9. f(ϕ) = ϕ(−1) + ϕ(1); 10. f(ϕ) = ϕ
′′
(0).

Завдання 3. Знайти похiднi перших двох порядкiв наступних узагаль-
нений функцiй:

1. f(x) =

{
cos 2x, x ≥ π;
0, x < π;

2. f(x) =

{
0, x ≤ −1;
(x− 2)2, x > −1;

3. f(x) =

{
cos x, x ≥ 0;
0, x < 0;

4. f(x) =

{
sin x, |x| ≤ π;
0, |x| > π;

5. f(x) =

{
sin x, x ≥ 0;
0, x < 0;

6. f(x) =





1, x ≤ 0;
x + 1, 0 ≤ x ≤ 1;
x2 + 1, x ≥ 1;

7. f(x) = θ(x)e2x; 8. f(x) = θ(x)(2x + 3);
9. f(x) = |x2 − 3x + 2|; 10. f(x) = x|x|.
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