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Присвячується 70–рiччю
академiка Миколи Олексiйовича Перестюка



Перестюк Микола Олексiйович — вчений у галузi теорiї диферен-
цiйних рiвнянь, академiк Нацiональної академiї наук України (2009), доктор
фiзико-математичних наук, професор, заслужений дiяч науки i технiки Укра-
їни (2002), лауреат Державної премiї України в галузi науки i технiки (1996).

Народився 01 сiчня 1946 року в с. Плоска Славутського району Хмельни-
цької областi. У 1963 роцi закiнчив iз золотою медаллю Мирутинську сере-
дню школу i в цьому ж роцi вступив на механiко-математичний факультет
Київського унiверситету iм. Тараса Шевченка, з яким доля пов’язала все
його подальше життя. Пiсля закiнчення навчання в унiверситетi в 1968 ро-
цi за рекомендацiєю Вченої ради факультету вступає до аспiрантури, а вже
з грудня 1969 року розпочинає працювати на факультетi: спочатку на по-
садi асистента, потiм доцента (1974), професора (1986), завiдувача кафедри
iнтегральних та диференцiальних рiвнянь (1988) i за сумiсництвом – декан
механiко-математичного факультету (1987-2003).

Як вчений Микола Перестюк вирiс в всесвiтньо вiдомiй Київськiй школi
з нелiнiйної механiки Крилова-Боголюбова-Митропольского. Його вчителем
є видатний математик сучасностi академiк А. М. Самойленко. Пiд його нау-
ковим керiвництвом Микола Олексiйович захистив у сiчнi 1972 року канди-
датську дисертацiю, а в лютому 1986 року i докторську.

Микола Олексiйович – автор понад 200 наукових i науково-методичних
праць, серед яких 3 монографiї, 20 пiдручникiв i навчальних посiбникiв для
студентiв вузiв, учителiв середнiх закладiв освiтi, деякi з них перекладенi
росiйською, англiйською i французькою мовами.

Науковi iнтереси М. О. Перестюка охоплюють широке коло складних та
актуальних задач теорiї диференцiальних рiвнянь i нелiнiйної механiки, якi
вiдносяться до розробки нового напрямку цiєї теорiї — диференцiальних рiв-
нянь з iмпульсною дiєю, їх застосування до дослiдження коливних процесiв,
якi зазнають короткочаснi (iмпульснi) збурення.

М. О. Перестюк вперше встановив ефективнi критерiї стiйкостi розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю як у фiксованi моменти часу,
так i в моменти попадання зображуючої точки в заданi множини розши-
реного фазового простору. Цi критерiї носять завершений i конструктивний
характер i успiшно використовуються при досдiдженнi стiйкостi руху кон-
кретних механiчних систем. Введення аналогу функцiї Грiна-Самойленка за-
дачi про iнварiантну множину лiнiйного розширення розривної динамiчної
системи дозволило розробити теорiю збурення iнварiантних множин розрив-
них динамiчних систем, яка багата за змiстом для багатьох аспектiв теорiї
компактних iнтегральних множин нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з iм-
пульсною дiєю.

М. О. Перестюк розробив алгоритми наближеного розв’язку достатньо
широкого класу диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю, довiв аналоги
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глибоких теорем М. М. Боголюбова по обгрунтуванню методу усереднення
на нескiнченому часовому промiжку, встановив ознаки iснування розв’язкiв,
що вiдповiдають розривним коливним режимам.

Науковi результати М. О. Перестюка вiдомi спецiалiстам i визнанi ними.
Цi результати доповiдались на багатьох мiжнародних, всесоюзних i республi-
канських конференцiях, а також у лекцiях М. О. Перестюка, прочитаних в
унiверситетах усiх країн СНД, Болгарiї, Польщi, Угорщини, Чехiї, Куби, Гре-
цiї, Канади, США, Швецiї, Фiнляндiї, Нiмеччини, Югославiї, Бразилiї, Iталiї,
Турцiї.

Пiд науковим керiвництвом Миколи Олексiйовича захищено 21 кандидат-
ську i 4 докторськi дисертацiї. Його учнi успiшно працюють не тiльки в Укра-
їнi, а й в iнших країнах: в США, Узбекистанi, Казахстанi, Туркменистанi,
Турцiї, Таджикистанi, Iрацi.

Микола Олексiйович веде iнтенсивну науково-громадську роботу. Вiн є
членом семи редколегiй наукових перiодичних видань, в тому числi двох
зарубiжних, головою спецiалiзованої вченої ради по захисту докторських i
кандидатських дисертацiй при Київському нацiональному унiверситетi iменi
Тараса Шевченка, членом такої ж ради в iнститутi математики НАН Украї-
ни.

М. О. Перестюк входить до складу бюро Вiддiлення математики НАН
Українi, комiсiї ДАК Мiнiстерства освiти i науки України, є головою комiсiї
з математики науково-методичної ради Мiнiстерства освiти i науки України.
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ON THE NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR LOADED IMPULSIVE HYPERBOLIC SYSTEM

Assanova A. T., Kadirbayeva Zh. M.

assanova@math.kz, apelman86pm@mail.ru
Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, Kazakhstan

Consider the nonlocal boundary value problem for system of loaded hyperbolic
equations second order with impulse effects at the fixed moments on the rectangle
Ω = [0, T ]× [0, ω]

∂2u

∂t∂x
= A(t, x)

∂u

∂x
+B(t, x)

∂u

∂t
+ C(t, x)u+ f(t, x)+

+
k∑
i=1

{
Mi(t, x)

∂u(ti + 0, x)

∂x
+ Li(t, x)

∂u(ti + 0, x)

∂t
+

+Ki(t, x)u(ti + 0, x)
}
, t 6= ti, (1)

u(t, 0) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (2)

P0(x)
∂u(0, x)

∂x
+ S0(x)

∂u(T, x)

∂x
= ϕ0(x), x ∈ [0, ω], (3)

Pi(x)
∂u(ti + 0, x)

∂x
− Si(x)

∂u(ti − 0, x)

∂x
=

=
i−1∑
j=1

Uj(x)
∂u(tj − 0, x)

∂x
+ ϕi(x), i = 1, k, (4)

where u = col(u1, ..., un), the (n × n) matrices A(t, x), B(t, x), C(t, x), the n
vector-function f(t, x) are continuous on Ω, the (n×n) matricesMi(t, x), Li(t, x),
Ki(t, x), i = 1, k, are continuous on Ω, the n vector - function ψ(t) is continuously
differentiable on [0, T ], the (n× n) matrices Pj(x), Sj(x), the n vector-functions
ϕj(x), j = 0, k, are continuous on [0, ω], the (n× n) matrices Us(x), s = 1, k are
continuous on [0, ω], 0 < t1 < t2 < ... < tk < T .

In this communication are studied of the questions of existence and uniqueness
of solution to problem (1)–(4). Conditions of unique solvability of problem (1)–(4)
are received in the terms of initial data and the algorithms of finding its solution
are proposed.
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INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR
COUPLED SYSTEMS OF PARABOLIC EQUATIONS

WITH VARIABLE DELAY
Bokalo M.M, Ilnytska O.V.

mm.bokalo@gmail.com, ol.ilnytska@gmail.com
Ivan Franko National University of Lviv, Ukraine

Let n,M,L be natural numbers; Ω be a bounded domain in Rn (n ≥ 1) with
the boundary ∂ Ω; T > 0; Q := Ω× (0, T ], Σ := ∂ Ω× (0, T ].

Consider a system

∂ui(x, t)

∂t
−

n∑
k,l=1

ai,kl(x, t)
∂ui(x, t)

∂xk∂xl
+

n∑
k=1

ai,k(x, t)
∂ui(x, t)

∂xk
+ ai(x, t)ui(x, t)−

−gi
(
x, t, w(x, t), wτ(x, t)

)
= fi(x, t), (x, t) ∈ Q, i = 1, ...,M, (1)

∂vj(x, t)

∂t
+ bj(x, t)vj(x, t)− gM+j

(
x, t, w(x, t), wτ(x, t)

)
=

= fM+j(x, t), (x, t) ∈ Q, j = 1, ..., L, (2)

where
w = (u1, . . . , uM ; v1, . . . , vL), wτ(x, t) =

= (u1,τ1, . . . , uM,τM ; v1,τM+1
, . . . , vL,τM+L

) :=

:=
(
u1(x, t−τ1(t)), . . . , uM(x, t−τM(t)); v1(x, t−τM+1(t)), . . . , vL(x, t−τM+L(t))

)
,

and τs (s = 1, ...,M + L) are continuous nonnegative functions on [0, T ].
For each s ∈ {1, . . . ,M + L} denote by Es,0 a set that contains the numbers

t− τs(t) such that t− τs(t) ≤ 0 when t ∈ [0, T ], and also the number 0.
Consider the problem of finding of vector-function w = (u1, . . . , uM ;

v1, . . . , vL) such that ui ∈ C
(
Ω × (Ei,0 ∪ (0, T ])

)
∩ C2,1(Q), (i = 1, ...,M),

vj ∈ C
(
Ω× (EM+j,0 ∪ (0, T ])

)
∩ C0,1(Q), (j = 1, ..., L) which satisfies the system

(1), (2), boundary conditions

Riw(x, t) := ui(x, t) = hi(x, t), (x, t) ∈ Σ, i = 1, ...,M,

and initial conditions

Gsw(x, t) := ws(x, t) = ws,0(x, t), (x, t) ∈ Ω× Es,0, s = 1, . . . ,M + L.

Under certain additional conditions on the data-in the existence and uni-
queness of the classical solution of this problem are proved. Also the estimate
of its solution is obtained.
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OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR SYSTEMS
GOVERNED BY NONLINEAR PARABOLIC PROBLEM

WITHOUT INITIAL CONDITIONS
Bokalo M.M., Tsebenko A.M.

mm.bokalo@gmail.com, amtseb@gmail.com
Ivan Franko National University of Lviv, Ukraine

Let Ω ⊂ Rn (n ∈ N) be a bounded domain with a regular boundary Γ,
S := (−∞, 0], Q := Ω × S, Σ := Γ × S. For arbitrary ω ∈ R, α, γ ∈ L∞loc(S)
(α(t) > 0 and γ(t) > 0 for almost every t ∈ S), and a Hilbert space X, we denote
by L2

ω,α,γ(S;X) the space of functions f : S → X such that∫
S

γ(t)e2ω
∫ t

0
α(s)ds‖f(t)‖2

Xdt <∞.

Let U :=
{
v ∈ L∞(Q)

∣∣ v ≥ 0 a. e. in Q
}
, U∂ is a convex and closed set

in U . Given control v ∈ U , the state y ∈ L2
ω,α,α(S;H1

0(Ω)) ∩C(S;L2(Ω)) of
evolution system is defined as a weak solution of the problem

yt −
n∑
i=1

d

dxi
ai(x, t, y,∇y) + a0(x, t, y,∇y)

+v(x, t)g(x, t, y) = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

lim
t→−∞

e2ω
∫ t

0
α(s)ds

∫
Ω

|y(x, t; v)|2 dx = 0.

Here f ∈ L2
ω,α,1/α(S;L2(Ω)) and ai : Q×R×Rn → R (i = 0, n) are Caratheodory

functions.
The cost function has the form

J(v) = ‖y(·, 0; v)− z0(·)‖2
L2(Ω) + µ‖v‖2

L∞(Q), v ∈ U,

for given z0 ∈ L2(Ω) and µ = const > 0.
The problem is to find element u ∈ U∂ such that

J(u) = inf
v∈U∂

J(v) .

Under some additional conditions on the data-in, we prove the existence of a
solution of this problem.
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ASYMPTOTIC DECOMPOSITION OF LINEAR
SINGULARLY PERTURBED MULTISCALE SYSTEMS

Cherevko I.M., Osypova O.

i.cherevko@chnu.edu.ua, shurenkacv@gmail.com
Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University, Ukraine

Let us consider a linear singularly perturbed system described by

i∏
j=0

εjẋi =
k∑
j=0

Aijxj, i = 0, k, (1)

where t ∈ R, xi ∈ Rni, Aij = Aij(t), i, j = 0, k, – are ni × nj matrices, ε0 = 1,
ε1, ε2, . . . , εk are small positive parameters.

Let the following conditions are true:
1) matrices Aij(t), i, j = 0, k, are uniformly bounded for t ∈ R,
2) eigenvalues of λj = λj(t), j = 1, nk, of the matrix Akk(t) satisfy inequality

Reλj(Akk) ≤ −2β < 0.

The effective methods of decomposition of the singularly perturbed systems
are based on the ideas of the integral manifolds method. The decomposition of
system (1) will be performed in k stages.

Theorem. Let the conditions 1), 2) be true. Then for sufficiently small para-
meters εi, i = 1, k, there exists the nonsingular transformation of variables which
transforms the system (1) to (k + 1) independent subsystems

ẏk0 = Bk
00y

k
0 ,

i∏
j=0

εj ẏ
k−i+1
i = Bk−i+1

ii yk−i+1
i , i = 1, k.

(2)

By completing k stages of decomposition of the system (1) by the scheme
described in paper [1], we obtain the "block-diagonal"system (2), and the coeffi-
cients of the asymptotic decomposition of the transformation can be found from
recurrent algebraic correlations.

1. I. Cherevko and O. Osypova. Asymptotic decomposition of linear singularly
perturbed multiscale systems // Miskolc Mathematical Notes. – Vol. 16 (2015),
No. 2, pp. 729–745.
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ISOLATED BOUNDED SOLUTIONS TO NONLINEAR
ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS AND

THEIR PROPERTIES
Dzhumabaev D. S., Abildaeva A. D.

dzhumabaev@list.ru, azizakz@mail.ru
Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, Kazakhstan

Consider the nonlinear ordinary differential equation

dx

dt
= f(t, x), t ∈ R = (−∞,∞), x ∈ Rn, (1)

where f : R×Rn → Rn is continuous.
A bounded on R solution to Eq. (1) is called a solution to problem 1.
This report is devoted to the questions related to isolated solutions of problem

1. It is well-known that isolated in usual sense bounded on R solution to Eq. (1)
are not stable with respect to perturbations of the right-hand side of differential
equations.

Therefore, definition of a new isolated solution to problem 1 is introduced.
The definition is a modification of the definition on isolated solution to nonlinear
boundary value problems to ordinary differential equations given in [1].

Conditions for the existence of isolated solution to problem 1 and the stability
of isolated solution to problem 1 by perturbations of the right-hand side of Eq. (1)
are established. Using data of Eq. (1) we construct a nonlinear two-point boundary
value problem for Eq. (1) on finite interval. Interrelations between properties of
problem 1 and constructed regular boundary value problem are set.

1. Dzhumabaev D.S., Temesheva S.M. A Parametrization Method for Solving
Nonlinear Two-Point Boundary Value Problems // Computational Mathemati-
cs and Mathematical Physics. 2007. Vol. 47. №1. P. 37-61.
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ASYMPTOTIC REPRESENTATIONS OF SOLUTIONS
OF DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH REGULARLY

VARYING NONLINEARITIES
Evtukhov V.M., Korepanova K.S.

evmod@i.ua, ye.korepanova@gmail.com
Odessa National University, Ukraine

We consider a differential equation

y(n) = αp(t)
n−1∏
j=0

ϕj(y
(j)), (1)

where n ≥ 2, α ∈ {−1, 1}, p : [a,+∞[→]0,+∞[ is a continuous function, a ∈ R,
ϕj : ∆Yj →]0; +∞[ is a continuous and regularly varying when y(j) → Yj function
of order σj, j = 0, n− 1, where ∆Yj is some one-sided neighborhood of the point
Y0, Y0 is equal to either 0 or ±∞.

Solutions of the equation (1), that is defined in some left neighborhood of
+∞, are monotonous functions and their derivatives of orders up to n − 1 too.
This set of solutions falls into two classes:
1) solutions, for each of that

lim
t→+∞

y(k−1)(t) =

{
or ±∞,
or 0,

(k = 1, n);

2) solutions, for each of that exists k ∈ {1, . . . , n} such as

y(t) = tk−1 [c+ o(1)] (c 6= 0) when t→ +∞. (2)

The first class of solutions of the equation (1) were considered in the work
of Klopot A.M. [1]. Necessary and sufficient conditions for the existence of these
solutions were derived and asymptotic representations for such solutions when
t→ +∞ were established there.

In this paper we present necessary and sufficient conditions for existence of
some solutions such as (2) of the equation (1) and more particular case. Moreover,
we establish asymptotic formulas when t→ +∞ for their derivatives of orders up
to n− 1 and solve a question of quantity of these solutions.

1. Klopot, A.M., Asymptotic Representations of Solutions of n-Order Differential
Equations with Regularly Varying Nonlinearitites, Dis. Kand. Phis.-Mat. Nauk,
2015, 148 p.
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EXPONENTIAL DICHOTOMY OF LINEAR SYSTEMS
AND ITS ROUGHNESS

Feketa P.

petro.feketa@fh-erfurt.de
University of Applied Sciences Erfurt, Germany

This contribution is devoted to the problem of preservation of expo-nential di-
chotomy (ED) property of linear system of differential equations under perturbati-
ons of the right-hand side. It is well-known [1] that ED property is being preserved
under a sufficiently small perturbation. Moreover in [3] it has been proven that
ED on semi-axis is robust when the corresponding perturbation term vanishes in
infinity. Setting some additional ’commutativity’ constraint [2], we further develop
this theory to prove the roughness of ED on the whole real axis under such kind
of perturbations. This approach was also applied to the invariant tori problem [8].
It has been proven that the perturbation term has to be sufficiently small only
in non-wandering set of dynamical system [6,7] in order to preserve the invari-
ant torus existence. Finally, these results have been extended to the problem of
invariant toroidal set preservation for a certain class of discontinuous dynamical
system [4,5].

1. W.A. Coppel, Dichotomies and Reducibility, J. Diff. Eqs., 3(4): 500-521, 1967.
2. O. Leontiev, P. Feketa, A new criterion for the roughness of exponential di-

chotomy on R, Miskolc Math. Notes, 16(2): 987-994, 2015.
3. K.J. Palmer, Exponential dichotomies and transversal homoclinic points, J.

Diff. Eqs., 55(2): 225-256, 1984.
4. M.O. Perestyuk, P.V. Feketa, Invariant manifolds of one class of systems of

impulsive differential equations, Nonlinear Oscil., 13(2): 260-273, 2010.
5. M. Perestyuk, P. Feketa, Invariant sets of impulsive differential equations with

particularities in ω-limit set, Abstr. Appl. Anal., 2011(ID 970469): 14 p., 2011.
6. M. Perestyuk, P. Feketa, On preservation of invariant torus for multifrequency

systems, Ukrainian Math. J., 65(11): 1661-1669, 2014.
7. M. Perestyuk, P. Feketa, On preservation of an exponentially stable invariant

torus, Tatra Mt. Math. Publ., 63(1): 215-222, 2015.
8. A.M. Samoilenko, Elements of the mathematical theory of multi-frequency osci-

llations, Kluwer, Dordrecht, 1991.
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INITIAL–BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR
COUNTABLE DEGENERATE HYPERBOLIC SYSTEM

Firman T. I., Peliushkevych O. V.

tarasfirman91@ukr.net, olpelushkevych@ukr.net
Ivan Franko National University in Lviv, Ukraine

Let us consider the initial-boundary value problem for countable semilinear
hyperbolic system of differential equations

∂ui
∂t

+ λi(x, t)
∂ui
∂x

= fi(x, t, u1, u2, . . . , v1, v2, . . .), i ∈ N

∂vj
∂x

= gj(x, t, u1, u2, . . . , v1, v2, . . .), j ∈ N.
(1)

For system (1) define initial conditions

ui(x, 0) = qi(x), 0 ≤ x ≤ l, i ∈ N, (2)

and boundary conditions for 0 ≤ t ≤ T

ui(0, t) = γ0
i

(
t,
(
us(0, t)

)
s∈Il

)
, i ∈ I0,

ui(l, t) = γli

(
t,
(
us(l, t)

)
s∈I0

)
, i ∈ Il,

vj(0, t) = ψj

(
t,
(
us(0, t)

)
s∈Il

)
, j ∈ N,

(3)

where I0 and Il – sets of indices

I0 =
{
i ∈ {1, . . .} : λi(0, t) > 0

}
, Il =

{
i ∈ {1, . . .} : λi(l, t) < 0

}
.

Using Banach theorem under certain assumptions on the continuity func-
tions theorem of existence and uniqueness generalized continuous solutions of
the problem (1)–(3) has been prooved.

1. Andrusyak R. V. Global сlassical solvability of a problem with nonlocal condi-
tions for degenerate hyperbolic system of the first order equations / R. V.
Andrusyak, V. M. Kyrylych, O. V. Peliushkevych // Mat. Stud. – 2012 – V.
38.– N 1. – P. 80–92.

2. Firman T. Mixed Problem for Countable Hyperbolic System of Linear Equati-
ons / T. Firman, V. Kyrylych // Azerbaijan Journal of Mathematics. – 2015.
– V.5, №2. – P. 47.
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OSCILLATORY PROPERTIES OF SOLUTIONS OF THE
EMDEN–FOWLER TYPE DIFFERENTIAL SYSTEMS

Kiguradze I.

kig@rmi.ge
A. Razmadze Mathematical Institute of I. Javakhishvili Tbilisi State University,

Tbilisi, Georgia

On an infinite interval [a,+∞[ , the Emden–Fowler type nonlinear differential
system

u
(n1)
1 = p1(t)|u2|λ1 sgn(u2), u

(n2)
2 = p2(t)|u1|λ2 sgn(u1) (1)

is considered, where ni (i = 1, 2) are natural numbers, λi > 0 (i = 1, 2), a > 0,
and pi; [a,+∞[→ R (i = 1, 2) are continuous functions.

A solution (u1, u2) of system (1) defined on some interval [a0,+∞[⊂ [a,+∞[
is said to be proper if it is not identically zero in any neighbourhood of +∞. A
proper solution (u1, u2) is said to be oscillatory if each of its components has a
sequence of zeros converging to +∞.

We have investigated oscillatory properties of solutions of system (1) in the
case where p1 and p2 are the functions of constant signs. In particular, we have
proved the following theorem.
Theorem. Let n1 + n2 be even, λ1λ2 > 1, p1(t) ≥ 0, p2(t) ≤ 0 for t ≥ a, and∫ +∞

a

p1(s) ds = +∞, lim inf
t→+∞

∫ t
a(t− s)n1−1s(n2−1)λ1p1(s) ds

t(n2−1)λ1

∫ t
a(t− s)n1−1p1(s) ds

> 0.

Then every proper solution of system (??) is oscillatory if and only if∫ +∞

a

tn2−1

[ ∫ t

a

(t− s)n1−1p1(s) ds

]λ2

|p2(t)| dt = +∞,

lim
x→+∞

∫ x

a

tn1−1

[ ∫ x

t

(s− t)n2−1|p2(s)| ds
]λ1

p1(t) dt = +∞.

Supported by the Shota Rustaveli National Science Foundation (Project # FR/317/

5-101/12).

24



BOUNDED SOLUTIONS FOR BOUNDARY VALUE
HYPERBOLIC PROBLEMS WITHOUT INITIAL

CONDITIONS
Klyuchnyk R., Kmit I.

roman.klyuchnyk@gmail.com, kmit@informatik.hu-berlin.de
Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics,

Ukraine

Institute of Mathematics, Humboldt University of Berlin, Germany

We investigate a large class of linear boundary value problems for general
first-order one-dimensional hyperbolic systems in the strip, namely

∂tuj + aj(x, t)∂xuj +
n∑
k=1

bjk(x, t)uk = fj(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× R, j ≤ n,

uj(0, t) = (Ru)j(t), 1 ≤ j ≤ m, t ∈ R,
uj(1, t) = (Ru)j(t), m < j ≤ n, t ∈ R,

where R = (R1, ..., Rn) is a linear bounded operator in the space of bounded and
continuous functions.

We establish conditions for existence and uniqueness of bounded continuous
solutions. For that we suppose that the non-diagonal part of the zero-order coeffi-
cients vanish at infinity. Moreover, we establish a dissipativity condition in terms
of the boundary data and the diagonal part of the zero-order coefficients.
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ON EXISTENCE AND UNIQUENESS OF MILD
SOLUTION TO THE CAUCHY PROBLEM FOR ONE

NEUTRAL STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATION
OF REACTION-DIFFUSION TYPE

KravetsV. I., TsukanovaA.O.

v_i_kravets@list.ru, shugaray@mail.ru
Tavrichesky State Agrotechnology University, Melitopol, Ukraine,

National Technical University of Ukraine “Kiev Polytechnic Institute”

Questions of existence and uniqueness of solutions to SDEs under some given
initial-boundary conditions in various functional (particularly, in Hilbert) spaces
are considered in number of works. Exists special interest for nonlinear SDEs, the
essential feature of which is the phenomena of delay, — nonlinear SDEs of neutral
type. In [1] its authors have considered an initial-value problem for an abstract
equation of such type in Hilbert space, and have proved theorem on existence and
uniqueness of its solution. However, conditions of this theorem in a general form
are rather difficult to check while solving specific applied problems. Therefore it is
important to find conditions, convenient to check, which are expressed in terms of
coefficients of the equation. This is only possible in particular cases, one of which
is investigated further.

For the following initial-value problem

d

(
u(t, x) +

∫
Rd

b(t, x, u(α(t), ξ), ξ)dξ

)
=
(
∆xu(t, x) + f(t, u(α(t)), x)

)
dt+

+ σ(t, u(α(t)), x)dW (t, x), 0 < t ≤ T , x ∈ Rd, T > 0,
u(t, x) = φ(t, x), −r ≤ t ≤ 0, x ∈ Rd, r > 0,

{f, σ} : [0, T ]× R× Rd → R, b : [0, T ]× Rd × R× Rd → R, φ : [−r, 0]×
×Rd×Ω→ R, α : [0, T ]→ [−r,∞), the authors have introduced the concept of
its mild solution, and have proved the theorem on its existence and uniqueness
in B2,T — Banach space of random processes Φ: [0, T ] × Ω → L2(Rd) with the

norm ‖Φ‖B2,T
=
√

sup
0≤t≤T

E ‖Φ(t)‖2
L2(Rd).

1. MahmudovN. I. Existance, Uniqueness and Controllability Results for Neutral
FSDEs in Hilbert Spaces / A.M. Samoilenko, N. I.Mah-mudov, A.N. Stan-
zhitskii. // Dynamic Systems and Applications. — 2008. — V. 17. — P. 53 — 70.
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ASYMPTOTIC REPRESENTATIONS OF SOLUTIONS
OF SECOND-ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS

Kusik L. I.

ludakusik@mail.ru
National Marine University of Odessa, Ukraine

Consider the differential equation

y′′ = f(t, y, y′), (1)

where f : [a, ω[×∆Y0
×∆Y1

−→ R is continuous function, −∞ < a < ω ≤ +∞,
∆Yi (i ∈ {0, 1}) is a one-side neighborhood of Yi and Yi (i ∈ {0, 1}) is either 0 or
±∞.

We study Eq.(1) on one class Pω(Y0, Y1, λ0)- solutions, that defined as follows.
Definition 1. A solution y of Eq. (1) on interval [t0, ω[⊂ [a, ω[ is called

Pω(Y0, Y1, λ0)- solution, where −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, if it satisfies conditions

y(i)(t) ∈ ∆Yi for t ∈ [t0, ω[ , lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1),

lim
t↑ω

[y′(t)]2

y(t)y′′(t)
= λ0.

Assuming that the function f satisfies condition (RN)λ0
, i.e. when f on

Pω(Y0, Y1, λ0)- solution has representation

f(t, y(t), y′(t)) = α0p(t)ϕ0(y(t))ϕ1(y
′(t))[1 + o(1)] as t ↑ ω,

where α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[−→]0,+∞[ is a continuous function and
ϕi : ∆Yi −→]0,+∞[ (i = 0, 1) are continuous functions of orders σi (i = 0, 1)
regular varying as y(i) → Yi (i = 0, 1), in each case λ0 ∈ R \ {0, 1}, λ0 = 0,
λ0 = 1, λ0 = ±∞ we give necessary and sufficient conditions for existence of
Pω(Y0, Y1, λ0)- solutions of Eq.(1). Moreover, the asymptotic behavior of these
solutions of Eq.(1) and them derivative of first order as t ↑ t∗ are established.
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ON EXISTENCE RESULTS OF THE INTEGRAL
BOUNDARY–VALUE PROBLEM INVESTIGATION

Marynets K. V.

katya_marinets@ukr.net
Uzhhorod National University, Ukraine

Let us observe the non–linear system of ordinary differential equations
subjected to the boundary conditions with integral terms of the form:

dx (t)

dt
= f (t, x (t)) , (1)

Ax(0) +

∫ T

0

P (s)k(s, x(s))ds+ Cx(T ) = d, (2)

where t ∈ [0, T ], f : G → Rn, G := [0, T ] × D, A, C ∈ L(Rn), detC 6= 0,
k : [0, T ] × D → Rn, k ∈ F (G,M) d ∈ Rn are some given matrixes and vector
and P (·) is a continuous n–dimensional matrix–function.

Suppose that the vector–function f in the right hand–side of the system of di-
fferential equations is continuous, where D ⊂ Rn is a closed and bounded domain,
and let us put

D0 :=

{∫ T

0

P (s)k(s, x(s))ds|P (·)k(·, x(·)) ∈ C(Rn)

}
.

We establish necessary and sufficient conditions of existence of solutions of
the original BVP (1), (2) in the space of continuously–differentiable functions
x : [0, T ]→ D on the basis of topological indexes.

1. Rontó, Miklós and Varha, Yana and Marynets, Kateryna, Further results on
the investigation of solutions of integral boundary value problems, Tatra Moun-
tains, 63 (2015), 247–267.

2. Marynets Kateryna, On construction of the approximate solution of the special
type integral boundary-value problem, Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ.,
6 (2016), 1–14.
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OPTIMAL CONTROL OF STOCHASTIC SYSTEMS
WITH QUADRATIC CONTROL CRITERION

Mogylova V. V., Vassilina G. K.

mogylova.victoria@gmail.com, v_gulmira@mail.ru
National Technical University of Ukraine, Ukraine

Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, Kazakhstan

Let us consider the following optimal control problem for linear and nonlinear
stochastic systems with quadratic control criterion:

dx = [A(t)x+B(t)u]dt+ [C(t)x+D(t)u]dw(t)+
+
∫

[M(t, v)x+G(t, v)u]ν̃(dt, dv),
x(0) = y,

I(y, u)=E(Kx(T ), x(T ))+E
T∫
0

[(N(t)u(t), u(t))+(R(t)x(t), x(t))]dt→inf,

where x ∈ Rn, u ∈ Rm, w(t) is one-dimensional Wiener process,
ν̃(t, A) = ν(t, A)− tΠ(A), ν(t, A) is Poisson measure on R1, A,B,C,D, M,G,
N,R are continuous matrix on [0, T ], A, C,M,K,R are n×n-dimensional matrix,
B,D,G are n×m-dimensional matrix, N is m×m-dimensional matrix, K,R(t)
are symmetrical nonnegative matrix, N(t) is positively defined matrix,
and in the nonlinear case:

dx = [f(x) +B(x)u]dt+ g(x)dw(t) + εD(x)udw1(t),
x(0) = y,

I(y, u) = Eϕ(x(τ)) + E
τ∫
0

[(ψ(x(t)) + (N(x(t))u(t), u(t))]dt→ inf,

where x ∈ Q is bounded domain with smooth boundary, ε is small parameter,
y ∈ Q, τ is the first exit moment from Q. w1(t), w(t) are one-dimensional and
n-dimensional Wiener processes with independent components.

Using the dynamic programming method the existence of the optimal control
in the feedback control form was proved.
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FILTERING PROBLEM FOR RANDOM FIELDS
Moklyachuk M. P.

mmp@univ.kiev.ua
Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ukraine

Cosmological Principle (first coined by Einstein): the Universe is, in the large,
homogeneous and isotropic. Last decades indicate growing interest to the spatio-
temporal data measured on the surface of a sphere. These data includes cosmic
microwave background (CMB) anisotropies, medical imaging, global and land-
based temperature data, gravitational and geomagnetic data, climate model. Some
basic results and references on the theory of isotropic random fields on a sphere
can be found in the book by M. I. Yadrenko.

In this report we deal with the problem of mean square optimal linear esti-
mation of the functional

Aζ =

∫ ∞
0

∫
Sn

a(t, x)ζ(−t, x)mn(dx)dt

which depends on unknown values of a periodically correlated (cyclostationary
with period T ) with respect to time isotropic on the unit sphere Sn in Euclidean
space En random field ζ(t, x), t ≤ 0, x ∈ Sn. Estimates are based on observations
of the field ζ(t, x) + θ(t, x) at points (t, x), t ≤ 0, x ∈ Sn, where θ(t, x) is an
uncorrelated with ζ(t, x) periodically correlated with respect to time isotropic on
the sphere Sn random field. Formulas are derived for computing the value of the
mean-square error and the spectral characteristic of the optimal linear estimate
of the functional Aζ in the case of spectral certainty, where spectral densities of
the fields are known. Formulas are proposed that determine the least favourable
spectral densities and the minimax-robust spectral characteristic of the optimal
estimate of the functional Aζ for concrete classes of spectral densities under the
condition that spectral densities are not known exactly while classes D = Df×Dg

of admissible spectral densities are given.

1. M. I. Yadrenko, Spectral theory of random fields, Optimization Software Inc.
Publications Division, New York, 1983.

2. I. I. Dubovets’ka, O. Yu. Masyutka, and M. P. Moklyachuk, Estimation problems
for periodically correlated isotropic random fields, Methodology and Computi-
ng in Applied Probability, vol.17, no. 1, pp. 41–57, 2015.
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FUNCTIONAL CALCULUS ON
A WIENER TYPE ALGEBRA

Myaus O.M.

myausolya@mail.ru
Lviv Polytechnic National University,Ukraine

Let X,X ′ be complex Banach reflexive space and its dual, respectively,
〈X | X ′〉 be the corresponding duality, the complete symmetric tensor product
X�nπ endow with the projective norm ‖·‖π. For every F ′n ∈ X

′�n
π there exists a uni-

que n-homogeneous polynomials Fn such that Fn(x) := 〈x�n | F ′n〉 for all x ∈ X.
Denote Pnπ (X) =

{
Fn : F ′n ∈ X

′�n
π

}
with the norm ||Fn|| := ||F ′n||π, F ′n ∈ X

′�n
π .

Let
Wπ :=

{
F =

∑
n≥0

Fn : Fn ∈ Pnπ (X)

}
with the finite norm ||F || =

∑
||Fn|| be the nuclear Wiener type algebra.

Let Ut (t ∈ R) be C0-group of linear isometric operators on X. Then the C0-
group ÛtF (x) = F (Utx) (x ∈ B) over the Wiener algebraWπ is well-defined. Let
−A and −Â be the generator of Ut and Ût, respectively. For a fix m ∈ Z+, a > 0,

ω(t) = C
∞∏
k=1

(
1 − t

itk

)
, C = const ≥ 1, 0 < t1 ≤ t2 ≤ t3 ≤ . . . ,

∞∑
k=1

1

tk
< ∞ or

ω(t) ≡ 1 we define

L
(m,a,ω)
1 (R) :=

{
ϕ ∈ L1(R) :

∞∫
−∞

|tmω(at)ϕ(t)|dt <∞
}
,

and for all ν > 0 define its Banach subspace

E
(m,a,ω)
ν :=

{
ϕ(t) ∈ L(m,a,ω)

1 (R) | supk∈Z+

‖Dkϕ‖
L

(m,a,ω)
1 (R)

νk
<∞

}
where E(m,a,ω)

ν ⊂ E
(m,a,ω)
µ for ν ≤ µ, and also E(m,a,ω) :=

⋃
νE

(m,a,ω)
ν .

Let Ê(m,a,ω) be the Fourier-image of the space E(m,a,ω), endowed with inductive
topology under the Fourier transform.

We define ϕ̂(Â) for every ϕ ∈ E(m,a,ω), ĝ(Â) for every g ∈
(
E(m,a,ω)

)′ and
study its properties. The following differential properties hold:

(̂Dkϕ)(Â) = Âkϕ̂(Â), ϕ ∈ E(m,a,ω),
(̂Dkg)(Â) = Âkĝ(Â), g ∈ (E(m,a,ω))′, k = 1, 2, . . .
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THE METHOD ”SAM” INVESTIGATION OF PERIODIC
SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS

Ovezdurdiev H., Ashirov O. A.

Turkmenistan

At the of the 1970s of the XX century academician A. M. Samoilenko proposed
numerical-analytical method of successive periodic solutions of nonlinear systems
of ordinary differential equations. This method allows to find periodic solutions
in the form of a uniformly convergent sequence of functions [1]. In addition, this
method allows on the basis of approximations to the periodic solution, to judge the
existence of such solutions. Thanks to the simplicity and accessibility, numerical
and analytical method (here after the "SAM"method) successive periodic approxi-
mations, is widely used in the study of periodic systems of higher order, countable
systems of differential equations with partial derivatives, systems described by
ordinary differential equations with impulsive action and discontinuous right side
[2-4].

Consider a system of differential equations of the form:

dx

dt
= f(t, x), (1)

where (t, x) ∈ (−∞,∞)×D,D - limited area Rn, f(t, x) - continuous periodic
on t function with the period T , satisfy the inequality:

f(t, x) ≤M, |f(t, x′)− f(t, x′′)| ≤ K|x′ − x′′| (2)

Probable also that the regions D,M and matrix K satisfy on the conditions
of:

a) Set D − M
2 is not empty;

b) Eigenvalues of matrix Q = K
π lie in a circle of single radius.

For systems of differential equations (1) with a continuous periodic in t with
T the right side, satisfying the inequality (2) and conditions a), b) we construct
a sequence of periodic functions

xm(t, x0) = x0 +

t∫
τ

[f(t, xm−1(t, τ, x0))− f(t, xm−1(t, τ, x0))]dt, (3)

where f(t, xm−1(t, τ, x0)) - integral time average, that is

f(t, xm−1(t, τ, x0)) =
1

T

T∫
0

f(t, xm−1(t, τ, x0))dt (4)

32



and it is proved that for m → ∞ integral average converges uniformly relatively
with

(t, τ, x0) ∈ R2 ×D − M

2
(5)

to function x∗(t, τ, x0), belonging to the area (5), periodical in t, τ with period T ,
satisfying system of differential equations

x(t, x0) = x0 +

t∫
τ

[f(t, x(t, τ, x0))− f(t, x(t, τ, x0))]dt (6)

where over line means integral time average, according to formula (4). In this
work the basic ideas of the method "SAM"is used and investigates existence of
solutions of differential equations system

d2x

d2t
= f(t, x,

dx

dt
) (7)

for given boundary conditions

A(0) + C(T ) = d (8)

where x = (x1, x2, ..., xn), f = (f1, f2, ..., fn, d = (d1, d2, ..., dn - points of n -
dimensional Euclidean spaces Rn, A, C - constant matrixes, and det 6= 0. We
believe and continuous in t, x, y (x′ = y) in area

t ∈ [0, T ], x ∈ D1 ⊂ Rn, y ∈ D2 = I1×I2×...×In, Ii = [ai, bi], i = 1, 2, ..., n; (9)

and satisfies inequalities:
|f(t, x, y) ≤M |

, |f(t, x′, y′)−f(t, x′′, y′′)| ≤ K1|x′−x′′|+K2|y′−y′′| whereM = (M1,M2, ...,Mn)
- vector with nonnegative components; K1, K2 - matrixes with nonnegative ele-
ments.

1. Самойленко А.М., Ронто Н.И. Численно-аналитические методы исследо-
вания периодических решений. Киев: Вища школа, 1976.

2. Самойленко А.М., Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения с им-
пульсным воздействием. Киев: Вища школа, 1987.

3. Овездурдыев Х. Численно-аналитический метод исследования периодиче-
ских решений дифференциальных уравнений с разрывной правой частью.
ДАН УССР. 1984. №2.

4. Овездурдыев Х. Ашыров О. Метод "САМ"для нелинейных дифференци-
альных уравнений второго порядка. T̈urkmen ylmy halkara gatnasyklar ỳolynda
(Ylmy makalalar ỳygyndysy - 2013-I) Ашгабат: ЫЛЫМ. 2013.
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ON OSCILLATORY SOLUTIONS OF HIGHER ORDER
NONLINEAR FUNCTIONAL DIFFERENTIAL

SYSTEMS
Partsvania N.1,2

ninopa@rmi.ge
1A. Razmadze Mathematical Institute of I. Javakhishvili Tbilisi State

University, Tbilisi, Georgia;
2International Black Sea University, Tbilisi, Georgia

On an infinite interval [a,+∞[ , the functional differential system

u
(n1)
1 (t) = f1

(
t, u2(τ1(t))

)
, u

(n2)
2 (t) = f2

(
t, u1(τ2(t))

)
(1

) is considered, where n1 ≥ 1, n2 ≥ 2, a > 0, while fi : [a,+∞[×R → R and
τi : [a,+∞[→ R (i = 1, 2) are continuous functions such that

fi(t, 0) = 0 for t ≥ a, lim
t→+∞

τi(t) = +∞ (i = 1, 2).

Ifm is a natural number, then byN 0
m we denote the set of those k ∈ {1, . . . ,m}

for which k +m is even. For every natural k, we put

ϕk(t, x) = x

[
|τ1(t)|n1−1 +

τ1(t)∫
a

(τ1(t)− s)n1−1
∣∣f1

(
s, x|τ2(s)|k−1

)∣∣ ds].
We have investigated oscillatory properties of solutions of system (1). In parti-

cular, we have proved the following theorem.
Theorem. Let the function f1 be nondecreasing in the second argument and
the function f2 be nonincreasing in the second argument. If, moreover, for any
k ∈ N 0

n2−1 and x 6= 0 the conditions

+∞∫
0

|f1(t, x)| dt = +∞,
+∞∫
a

tn2−1|f2(t, x)| dt = +∞,

+∞∫
a

tn2−k−1
∣∣f2(t, ϕk(t, x))

∣∣ dt = +∞

are fulfilled, then every nontrivial solution of system (1) is oscillatory.

Supported by the Shota Rustaveli National Science Foundation (Project # FR/317/

5-101/12).
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NUMERICAL METHODS OF SOLVING NONLINEAR
INTEGRAL EQUATIONS OF VOLTERRA TYPE

Pelekh Ya. M.

Pelekh_Ya_M@ukr.net
Lviv Polytechnic National University, Ukraine

A new technique for the construction of numerical methods based on continued
fractions is proposed. Consider a nonlinear Volterra integral equation

f (x) =

x∫
a

F [x, y, f (y)] dy, x ∈ IL, (1)

where the function F [x, y, f (y)] the smoothness needed for the computations. We
break the interval IL = [a, b] into N parts of length h = (b− a) /N and introduce
the notation xn+1 = a + ih, fi = f (xi) . Applying the continued fraction and
the idea of the construction of Runge-Kutta methods, we seek an approximate
solution of Eq. (1) in the form

Y
[k,l]

2 =
c0,0

k−1∑
i=0

di,0 +
dk,0

1+
. . .

+
dk,l−1

1+dk,l

, (2)

When k + l = 2, (k = 1, 2; l = 0, 1), the expression for c0,0 and di,j have the
form

c0,0 = hδ1, d0,0 = 1, d1,0 = δ2
δ1
, (δ1 6= 0) , d2,0 = δ1δ3+δ2

2

δ2
1

, d1,1 =
d2,0

d1,0
,

δi =
p∑
j=1

aijkj, kj = F

[
a+ αjh, a+ βjh, h

j−1∑
m=0

γjmkm

]
, γj0 = 0.

A characteristic feature of these algorithms is the fact that for certain values
of the parameters it is possible to obtain both new and traditional numerical
methods for the solution of nonlinear integral equations of Volterra type. The new
nonlinear bilatery numerical methods for the solution of Volterra integral equation
of the second kind are constracted. One of them gives upper approximation and
the order love one of exact solution.
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THE PROBLEM WITH MOVABLE BOUNDARIES FOR
QUASI-LINEAR HYPERBOLIC SYSTEM IN

CURVILINEAR DOMAIN
Polihas Ivan

ivan polihas@bigmir.net
Lviv National University, Ukraine

In the curvilinear domain

RT = {(x, t) ∈ R2|s1(t) < x < s2(t), s1(0) = s2(0) = 0 , 0 < t < T},

where functions s1, s2 : [0, T ] → R, s1, s2 ∈ C1[0, T ] we consider the following
singular hyperbolic system of quasi-linear equations

n∑
j=1

gij(x, t, u(x, t))

(
∂uj
∂t

+ λi(x, t, u(x, t))
∂uj
∂x

)
= Fi(x, t, u(x, t)), (1)

∂ul
∂t

= Fl(x, t, u(x, t)), (2)

where i ∈ {1, ..., n}, l ∈ {n+ 1, ...,m}.
For system (1)–(2) define initial and boundary conditions

u(0, 0) = u0, (3)

ui(s1(t), t) = ki(t, u1(s2(t), t), u2(s1(t), t)), (4)

up(s2(t), t) = kp(t, u1(s2(t), t), u2(s1(t), t)), (5)

ul(s1(t), t) = k1
l (t, u1(s2(t), t), u2(s1(t), t)), (6)

υl(s2(t), t) = k2
l (t, u1(s2(t), t), u2(s1(t), t)), (7)

And the next inequality is satisfied:

λp(0, 0, u
0) < s′1(0) < 0 < s′2(0) < λi(0, 0, u

0). (8)

Theorem of existence and uniqueness of a local solution for system (1)–(8) in
curvilinear sector were established applying the method of characteristics and the
Banach fixed point theorem.

1. Kyrylych V. Sufficient conditions for the global solvability problem with conti-
nuous unknown outside for degenerate quasi-linear hyperbolic systems / V. Ky-
rylych // Mat. visn. Shevchenko Scientific Society. - 2009. - T. 6. - P. 123-139.(in
Ukrainian).
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ON THE INVESTIGATION OF SOLUTIONS OF
STATE-DEPENDENT IMPULSIVE BOUNDARY

VALUE PROBLEMS
Rontó András and Rontó Miklós

ronto@math.cas.cz, matronto@uni-miskolc.hu
Institute of Mathematics, Academy of Sciences of Czech Republic

Institute of Mathematics, University of Miskolc, Hungary

We consider the non-linear boundary value problem

u
′
(t) = f (t, u(t)) , a.e.t ∈ [a, b] , Au (a) + Cu (b) = d, (1)

with −∞ < a < b <∞ and a continuous f : [a, b]×Rn → Rn. Eq. (1) is subject
to the state-dependent impulse condition

u(t+)− u(t−) = γ (u (t−)) for t such that g (t, u (t− 0)) = 0. (2)

Here γ : Rn → Rn and g : [a, b] × Rn → R are continuous, and the impulse
instants t ∈ (a, b) in (2) are unknown.

The set G = {(t, x) ∈ [a, b]× Rn : g(t, x) = 0} , determined by the function g
from (2) is called a barrier. For the sake of simplicity we consider here the case
when the solution u meets the barrier G exactly once at the unknown point τ.
We use here the techniques which have been applied in [1] and allow us to exami-
ne the solvability of problem (1)-(2) as well as to find approximate solutions.
Our approach is based on the construction of two simple parameterized model
problems on the pre-jump and after-jump intervals [a, τ ] and [τ, b] , respectively:
dx(t)
dt = f (t, x(t)) , t ∈ [a, τ ] , x(a) = ξ, x(τ) = λ and dy(t)

dt = f (t, y(t)) ,
t ∈ [a, τ ] , y(τ) = λ + γ(λ), y(b) = η. Under certain additional conditions
we show that the solutions of the auxiliary problems can be obtained as limi-
ts of uniformly convergence successive approximations {xm(t, τ, ξ, λ)}∞m=0 and
{ym(t, τ, λ, η)}∞m=0 of special forms. Numerical values of parameters τ, ξ, λ, η,
corresponding to the solution of problem (1)-(2) should be found from the system
of finitely many determining algebraic equations of dimension 3n+ 1.

1. Irena Rachunková, Lukás Rachunek, András Rontó, Miklós Rontó, A constructi-
ve approach to boundary value problems with state-dependent impulses, Appli-
ed Mathematics and Computation, 274, (2016), 726-744, dx.doi.org/10.1016/
j.amc.2015.11.033.
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DIFFERENTIAL AND PSEUDODIFFERENTIAL
EQUATIONS FOR THE PARTICLES WITH

ARBITRARY SPIN IN RELATIVISTIC FIELD THEORY
AND QUANTUM MECHANICS

Simulik V.M.

vsimulik@gmail.com
Institute of Electron Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine

Relativistic wave equations for the particles of arbitrary spin suggested by
Bhabha, Bargmann – Wigner, Rarita – Schwinger (for spin s=3/2) and other
authors are under consideration. The comparison with the equations introduced
recently by the author in Ukr. J. Phys., Vol. 60, N 10. 985–1006 (2015) and in
J. Phys.; Conf. Ser. Vol. 670, 012047(1–16) (2016) is given. The three level consi-
deration (relativistic canonical quantummechanics, canonical Foldy –Wouthuysen
type field theory, locally covariant field theory) is presented. The operator link
between the relativistic canonical quantum mechanics and locally covariant field
theory of arbitrary spin is found. The important partial examples of spin s=3/2
and spin s=2 cases are considered in details.

Contrary to the locally covariant field theory, where the wave equations are
the partial differential equations, the corresponding wave equations in relativistic
canonical quantum mechanics and in canonical Foldy – Wouthuysen type field
theory contain the pseudodifferntial (so called square-root) operator

√
m2c4 − c2∆.

Nevertheless, in the physical models under consideration some consequences of
the partial differential equations and pseudodifferntial equations application are
shown to be the same.
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ON EXISTENCE OF OSCILLATORY SOLUTIONS OF
NONLINEAR FUNCTIONAL DIFFERENTIAL

EQUATIONS WITH DELAY
Sokhadze Z.

z.soxadze@gmail.com
A. Tsereteli State University, Kutaisi, Georgia

Sufficient conditions for the existence of oscillatory solutions of the functional
differential equation

u(n)(t) = f
(
t, u(τ(t))

)
(1)

are established, where f : [0,+∞[×R→ R and τ : [0,+∞[→ R are continuous
functions such that

f(t, 0) = 0, τ(t) < t for t ≥ 0, lim
t→+∞

τ(t) = +∞.

In particular, the following theorem is proved.
Theorem. Let n ≥ 3 be an odd number and f be the function, nondecreasing in
the second argument. If, moreover, for any odd number k ∈ {1, . . . , n − 2} and
for arbitrary x 6= 0 the condition

+∞∫
0

tn−k−1
∣∣f(t, x|τ(t)|k−1

)∣∣ dt = +∞

is fulfilled, then equation (1) has the (n − 1)-parametric family of oscillatory
solutions.

Supported by the Shota Rustaveli National Science Foundation (Project # FR/317/

5-101/12).
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ENERGY SCALING LAWS FOR KOHN–MULLER
FUNCTIONAL

Robert V. Kohn and Oleksandr Misiats

om25@nyu.edu
Courant Institute, New York University, New York, NY, 10012

Consider the minimization problem for the simplest version of Kohn-Muller
functional

Iε(u) :=

∫
R1

(u2
x + ε|uyy|)dxdy → min . (1)

Here R1 = [0, 1] × [0, 1], and the minimization is performed in the class of func-
tions, satisfying either uy = 1 or uy = −1, and thus uyy is a Radon measure with
finite mass. Specifically, we minimize Iε over

A1 := {u ∈ H1(R1), |uyy| = 1 in R1, u(0, y) = −y, u(1, y) = y}.

The functional (1) is a sum of elastic and surface energies, and can be used
to model phase transitions in alloys, where the regions with uy = 1 and uy = −1
correspond to two distinct phases of a material. In particular, the minimization
problem (1) leads to the austenite-martensite phase transition, first considered in
[1].

Theorem 1. (Global energy scaling law) Let uε be a minimizer of Iε[u] in A1.
Then

1

3
+ 32/3ε2/3 ≤ I(uε, R1) ≤

1

3
+ 21/332/3ε2/3

We also consider the elasticity version of this functional. Let

Jε(u, v) :=

∫
R1

(|ux + vy|2 + v2
x + ε|uyy|)dxdy → min (3)

and

A2 := {(u, v) ∈ H1(R1)×H1(R1), |uyy| = 1, u(0, y) = −y, u(1, y) = y}.

Theorem 2. (Global energy scaling law for the elasticity functional) Let
(uε, vε) be a minimizer of Jε[u, v] in A2. Then there are explicit Cmin and Cmax
such that

Cminε
4/5 ≤ Jε(uε, vε) ≤ Cmaxε

4/5.

1. R. Kohn, S.Muller, Surface Energy and Microstructure in Coherent Phase
Transitions, Communications on Pure and Applied Mathematics, Vol. XLVII,
405-435, 1994.
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TO THE THEORY OF THE EXCEPTIONAL CASE OF
THE LINEAR CONJUGATION PROBLEM

Urbanovich T. M.

UrbanovichTM@gmail.com
Polotsk State University, Belarus

Let Γ be a simple smooth closed contour dividing the plane of the complex vari-
able into the interior domain D+ and the exterior domain D−, let F be a finite set
of points of the contour Γ and let α = (ατ , τ ∈ F ) be a family of complex numbers.
Let A(z) =

∏
τ∈F (z − τ)ατ , z ∈ D+. Let λ+ = (λ+

τ , τ ∈ F ) and λ− = (λ−τ , τ ∈ F )
be families of complex numbers such that λ+ − λ− = α. The problem is to find a
function Φ(z) ∈ Hλ±(D±, F ) that is analytic outside Γ, vanishes at infinity, and
satisfies the boundary condition

Φ+(t)− A(t)G0(t)Φ
−(t) = g(t), (1)

where g(t) ∈ Hλ+(Γ, F ) and G0(t) ∈ H0(Γ, F ) is an invertible function.
Theorem. Let X(z) be specially constructed canonical function (see [1]), and

let

æ =
∑
τ∈F

nτ , nτ = [Re(δτ + ατ − λ+
τ )],

δτ =
1

2πi
((lnG0)(τ − 0)− (lnG0)(τ + 0)).

If æ ≥ 0, then the general solution vanishing at infinity of problem (1) with
righthand side g(t) ∈ Hλ+(Γ, F ) in the class Hλ±(D±, F ) is given by the formula

Φ(z) =

{
A(z)Ψ(z), z ∈ D+,

Ψ(z), z ∈ D−, (2)

where the function Ψ(z) has the form Ψ(z) = X(z)
(

1
2πi

∫
Γ

g(t)dt
A(t)X+(t)(t−z) + P (z)

)
,

and the degree of the arbitrary polynomial P (z) does not exceed æ− 1. If æ < 0,
then the solution of problem (1) is unique and is given by formula (2) provided
that the orthogonality conditions

∫
Γ

g(t)
A(t)X+(t)t

jdt = 0, j = 0, 1, ...,−æ − 1, are
satisfied. [For æ ≤ 0 we set P (z) = 0.]

1. Urbanovich T.M. Exceptional Case of the Linear Conjugation Problem in
Weighted Hölder Classes // Differential Equations. 2015. V. 51, No. 12. P. 1669–
1673.
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PROGRAMM MANIFOLD’S STABILITY OF
CONTROL SYSTEM

Zhumatov S. S.

sailau.math@mail.ru
Institute of mathematics and mathematical modelling, Almaty, Kazakhstan

We consider an automatic control system

ẋ = f(t, x)−Bξ, ξ = ϕ(σ), σ = P Tω, (1)

possessing by (n − s)-dimensional integral manifold Ω(t) ≡ ω(t, x) = 0, where
B(n× r), P (s× r) are matrices, x(n×1) is a state vector of object, f(n×1) is a
vector-function, ξ(r × 1) is a control vector on deviation from a given programm
manifold, satisfying to conditions of local quadratic connections. Since Ω(t) is
integral for system (1) is valid ω̇ = F (t, x, ω). Here F (t, x, ω) is Erugin’s function,
satisfying to next condition F (t, x, 0) ≡ 0. Setting F = −Aω,−A(s×s) is Hurvitz
matrix we obtained

ω̇ = −Aω −HBξ, ξ = ϕ(σ), σ = P Tω, (2)

We construct Lyapunov function for system (2) in the form

V = ωTLω +

∫ σ

0

βTϕ(σ)dσ, (3)

provided that exist diagonal matrices β, θ and L = LT . Applying the S-procedure
S = ϕTθ(σ−K−1) [1] and taking derivative of this function (3) at times by virtue
of system (2) we get V̇ with the same signee.

Theorem. Let Etugin’s function is in the linear form for the vector function
ω and matrix −A−HBµP T , ϕ(σ) = µσ, has k ≥ 1 eigenvalues on the right-hand
side semi-place. If exists Lyapunov function (3) which derivative by virtue of the
system (2) has the same signee, then programm manifold Ω(t) is instable with
respect to vector function ω.

1. Zhumatov S. S., Krementulo V. V., Maygarin B. Zh. Lyapunov’s second
method in problems of stability and motion control, Almaty, Nauka, 1999 (in
Russian).
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IНТЕГРАЛЬНI МНОЖИНИ РОЗРИВНИХ
ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ

Асроров Ф. A.

farhod@univ.kiev.ua
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Дослiджується питання iснування iнтегральних множин одного класу лi-
нiйних i слабко нелiнiйних систем диференцiальних рiвнянь, що зазнають iм-
пульсного впливу в момент попадання зображаючої точки в заданi множини
фазового простору. Однiєю з найважливiших достатнiх умов для iснування
iнтегральної множини є функцiя Грiна-Самойленка.

Розглядається нелiнiйно збурена система диференцiальних рiвнянь,
розв’язки якої зазнають iмпульсного збурення при досягненнi фазовою то-
чкою фiксованої гiперповерхнi Γ{

dϕ
dt = ω, dx

dt = P (ϕ)x+ f(ϕ, x), ϕ 6∈ Γ,
∆x|ϕ∈Γ = B(ϕ)x+ I(ϕ, x).

(1)

Теорема. Нехай функцiї P (ϕ) i B(ϕ) неперервнi на =m 2π - перiодичнi мат-
рицi, функцiї f i I, що задають нелiнiйне збурення, вважаємо 2π - перiо-
дичними, неперервними на =m (кусково-неперервними з розривами першого
роду при ϕ ∈ Γ ) по першiй змiннiй та лiпшицевими з константою N > 0 по
другiй змiннiй. Нехай G(t, τ, ϕ) - функцiя Грiна-Самойленка вiдповiдної не-
збуреної iмпульсної задачi. Тодi якщо константа N достатньо мала, мат-
риця G(t, τ, ϕ) задовольняє оцiнцi ‖G(t, τ, ϕ)‖ ≤ Ke−γ(t−τ), t ≥ τ , а функцiї
ti(ϕ) - нерiвностi ti+1(ϕ)− ti(ϕ) ≥ θ > 0, то система (1) має асимптоти-
чно стiйку iнтегральну множину x = u(ϕ), u(ϕ + 2π) = u(ϕ), де u(ϕ) -
кусково-неперервна з розривами першого роду на множинi Γ функцiя така,
що

∆u|ϕ∈Γ = B(ϕ)u(ϕ) + I(ϕ, u(ϕ)).

1. Самойленко А.М. Элементы математической теории многочастотных ко-
лебаний. Инвариантные торы. - М: Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит., 1987. -
304 с.

2. Самойленко А.М., Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения с им-
пульсным воздействием. - К: Вища школа, 1987
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ПРО IСНУВАННЯ IНВАРIАНТНОЇ МНОЖИНИ
СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Балога С. I.

baloga.switlana@i.ua
Ужгородський нацiональний унiверситет, Україна

Розглянуто лiнiйну систему диференцiальних рiвнянь в прямому добутку
тора Tm i евклiдового простору Rn

ϕ̇ = εa(ϕ), ẋ = A(ϕ)x+ f(ϕ), (1)

в якiй ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, a(ϕ) — лiпшицева векторна функцiя на m-вимiрному
торi Tm, a(ϕ + 2π) = a(ϕ), A(ϕ) i f(ϕ) — неперервнi матрична та векторна
2π-перiодичнi по ϕ функцiї вiдповiдно, ε – малий параметр.

Точку ϕ назвемо блукаючою [1], якщо iснує такий окiл U i додатне T , що
виконується умова

U(ϕ) ∪ ϕt(U(ϕ)) = 0,

для t ≥ T. Позначимо W множину блукаючих точок i Ω = Tm−W множину
не блукаючих точок. З компактностi тора Tm випливає, що множина Ω не
порожня i компактна [1].

Нехай матрична функцiя A(ϕ) на множинi Ω стала A(ϕ) = A для всiх
ϕ ∈ Ω. Встановлено, що якщо дiйснi частини всiх власних чисел сталої матри-
цi A вiд’ємнi Re(λj(A)) < 0, j = 1, 2, ..., n, то знайдеться таке число ε0 > 0, що
для всiх ε ∈ (0, ε0] система рiвнянь (1) має асимптотично стiйку iнварiантну
тороїдальну множину x = uε(ϕ) для довiльної неперервної 2π-перiодичної
по ϕj, j = 1, 2, ...,m функцiї f(ϕ).

1. Немыцкий В.В., Степанов В.В. Качественная теория дифференциальных
уравнений. М.-Л. ОГИЗ, 1947. — 448 стр.

2. Митропольский Ю. А., Самoйленко А. М., Кулик В. Л. Исследования
дихотомии линейных систем дифференциальных уравнений с помощью
функций Ляпунова.– К.: Наук. думка, 1990.— 272 с.
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МIШАНА ЗАДАЧА ДЛЯ РIВНЯННЯ
ТЕПЛОПРОВIДНОСТI З УЗАГАЛЬНЕНИМИ

УМОВАМИ САМАРСЬКОГО-IОНКIНА.
Баранецький Я. О., Каленюк П. I.

baryarom@ukr.net, kalenyuk@gmail.com
НУ "Львiвська полiтехнiка Україна

Нехай G = {(t, x) ; t ∈ (0, T ) , x ∈ (0, 1)} , 0 < T <∞, Dx, Dt− узагальне-
нi похiднi, W 2,1

2 (G) ≡
{
u ∈ L2 (G) : Dtu, D

2
xu ∈ L2 (G)

}
.

Вивчається мiшана задача

Dtu−D2
xu = f, f ∈ L2 (G) , u |t=0 = 0 (1){

l1u ≡ au |x=0 + b u |x=1 = 0;

l2u ≡ Dxu |x=0 −Dx u |x=1 + c (u |x=0+ u |x=1 ) = 0;
(2)

a, b, c ∈ (−∞,+∞)

При застосуваннi методу вiдокремлення змiнних виникає спектральна задача

−D2
xv = λv, λ ∈ C, l1v = l2v = 0. (3)

Властивостi оператора L (a, b, c) : L2 (0, 1) → L2 (0, 1) задачi (3)
D (L(a, b, c)) ≡

{
v ∈ W 2

2 (0, 1), ljv = 0, j = 1, 2
}
, описує наступна

Теорема 1. 1). Граничнi умови (2) регулярнi за Бiркгофом, але не по-
силенно регулярнi. Спектр оператора L (a, b, c) спiвпадає з спектром само-
спряженого оператора L (1,−1, c);

2). У випадках c 6= 0, або b 6= c спектр оператора L (a, b, c) простий та
система власних функцiй разом iз бiортогональною системою необмеже-
нi за нормою простору L2 (0, 1). Iснує приведена система власних функцiй
оператора L (a, b, c), яка утворює базис Рiсса в просторi L2 (0, 1);

3). У випадку c = 0, та b 6= c оператор L (a, b, 0) є суттєво несамоспря-
женим оператором,тобто кратному спектру оператора вiдповiдає зчислен-
на множина кореневих функцiй. Iснує приведена система кореневих фун-
кцiй, яка утворює базис Рiсса в просторi L2 (0, 1).

Теорема 2. Для довiльної функцiї f ∈ L2 (G) iснує єдиний розв’язок
задачi (1), (2) у виглядi ряду за системою кореневих функцiй оператора
L (a, b, c).
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ДОСЛIДЖЕННЯ СТРУКТУРИ МНОЖИНИ
НЕПЕРЕРВНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ СИСТЕМ

РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ
Бецко I. В.

betskoiv@mail.ru
Нацiональний технiчний унiверситет України «КПI», Україна

Дослiджується питання iснування i побудови неперервних розв’язкiв си-
стем рiвнянь вигляду

y(t+ 1) = Jy(t) + B̃y(qt) + F (t), (1)

де J = diag(J1(λ1), . . . , Jm(λm)), Ji, i = 1, . . . ,m – квадратнi (ni×ni) матрицi
вигляду

Ji(λi) =


λi ε 0 0 . . . 0 0 0
0 λi ε 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 λi ε
0 0 0 0 . . . 0 0 λi

 ,

причому
∑m

i=1 ni = n, ε – як завгодно мала додатна стала, вектор-функцiя
F (t), стала q i матриця B̃ задоволяняють умови:

1. 0 < λi < 1 < λj, i = 1, . . . , k, j = k + 1, . . . ,m, q > 0;

2. θ = max{ b̃1
1−(λ∗+δ1) ,

b̃2(λ−1
∗∗ +δ2)

1−(λ−1
∗∗ +δ2)

} < 1, де δi = δi(ε) −→ 0

при ε −→ 0, b̃1 = |B̃11|+ |B̃12|, b̃2 = |B̃21|+ |B̃22|,
λ∗ = max{λi, i = 1, . . . , k}, λ∗∗ = min{λj, j = k + 1, . . . ,m};

3. всi елементи вектор-функцiї F (t) є неперервними й обмеженими при всiх
t ∈ R функцiями.

Доведена наступна теорема.

Теорема. Нехай виконуються умови 1 − 3. Тодi система рiвнянь (1)
має неперервний i обмежений при t ∈ R розв’язок y(t) = (y1(t), y2(t)) .

При виконаннi умов 1− 3 дослiджено також властивостi неперервних
розв’язкiв системи (1) у випадку, коли F (t) ≡ 0.
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УСЕРЕДНЕННЯ В БАГАТОЧАСТОТНИХ
СИСТЕМАХ IЗ ЛIНIЙНО ПЕРЕТВОРЕНИМ

АРГУМЕНТОМ I ПОЧАТКОВИМИ ТА
IНТЕГРАЛЬНИМИ УМОВАМИ

Бiгун Я. Й., Краснокутська I. В.

yaroslav.bihun@gmail.com, i.krasnokutska@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Україна

Багаточастотнi системи звичайних диференцiальних рiвнянь iз початко-
вими, багатоточковими або iнтегральними умовами методом усереднення з
використанням оцiнок осциляцiйних iнтегралiв дослiджувались в моногра-
фiї [1] та iн. Системи iз m ≥ 1 частотами у резонансному випадку з лiнiйно
перетвореним аргументом й iнтегральними умовами дослiджено в [2].

У данiй роботi розглядається задача

da

dτ
= X(τ, aΛ, ϕΘ),

dϕ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y (τ, aΛ, ϕΘ), 0 ≤ τ ≤ L, (1)

a(τ1) = d1,

τ2∫
τ1

A(τ, a(τ))dτ = d2, (2)

де 0 ≤ τ1 < τ2 ≤ L, a ∈ D ⊂ Rm, ϕ ∈ Tm, Λ = (λ1, . . . , λp), Θ = (θ1, . . . , θq),
λi, θi ∈ (0, 1), aλ(τ) = a(λτ).

Усереднення в системi (1) здiйснюється за вектором швидких змiнних ϕΘ

i система набуває вигляду

da

dτ
= X0(τ, aΛ),

dϕ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y0(τ, aΛ),

розв’язок якої задовольняє умови (2).
Встановлено умови, при виконаннi яких вiдхилення розв’язкiв точної i

усередненої задач має порядок O(εα), 0 < α ≤ (mq)−1. Доведено iснуван-
ня та єдинiсть розв’язку усередненої задачi, на пiдставi чого i для методу
усереднення отримано аналогiчнi твердження для задачi (1), (2).

1. Самойленко А.М. Математичнi аспекти теорiї нелiнiйних коливань /
А.М. Самойленко, Р.I. Петришин — К.: Наукова думка, 2004. — 474 с.

2. Бiгун Я.Й., Березовська I.В., Усереднення в багаточастотнiй системi ди-
ференцiальних рiвнянь iз лiнiйно перетвореним аргументом i нетерови-
ми крайовими умовами // Математичне та комп’ютерне моделювання. –
Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi Iвана Огiєнка –
2011. – Вип. 5. – С. 10–19.
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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ ОСОБЛИВИХ
РОЗВ’ЯЗКIВ IСТОТНО НЕЛIНIЙНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО
ПОРЯДКУ
Бiлозерова М. О.

marbel@ukr.net
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I. Мечникова, Україна

Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)ϕ0(y)ϕ1(y
′), (1)

у якому α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[1 (−∞ < a < ω ≤ +∞) — неперервна
функцiя, ϕi : ∆Yi →]0,+∞[ ( i = 0, 1) — неперервнi функцiї, Yi ∈ {0,±∞},
∆Yi — або промiжок [y0

i , Yi[
2 або — ]Yi, y

0
i ]. Крiм того, припускаємо, що кожна

з функцiй ϕi(z) — правильно змiнна функцiя при z → Yi (z ∈ ∆Yi) порядку
σi, причому σ0 + σ1 6= 1.

Розв’язок y рiвняння (1) будемо називати Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком, де
−∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн заданий на [t0, ω[ та при кожному i ∈ {0, 1}

lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi, lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0.

Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язки рiвняння (1), для яких λ0 ∈ R\{0} було детально
дослiджено у роботi [1]. Проте, в особливих випадках λ0 ∈ {0,±∞} дово-
дилося накладати додатковi обмеження на функцiї ϕ0, ϕ1. Наразi отримано
необхiднi та достатнi умови iснування та асимптотичнi зображення при t ↑ ω
Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв рiвняння (1), в якому права частина не задовольняє
цим обмеженням.

1. Белозерова М.А. Асимптотические представления решений дифференци-
альных уравнений второго порядка с правильно меняющимися в окрестно-
стях особых точек нелинейностями // Вiсник Одеського нац. унiверситету.
Математика i механiка. – 2010. – 15, Вип. 18. – С. 7-21.

1При ω > 0 вважаємо, що a > 0.
2При Yi = +∞(Yi = −∞) вважаємо y0

i > 0 (y0
i < 0) вiдповiдно.
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ПРО МIШАНI ЗАДАЧI ДЛЯ
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

ЗI ЗМIННИМИ ПОКАЗНИКАМИ
НЕЛIНIЙНОСТI

Бугрiй О. М.

ol_buhrii@i.ua
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна

Нехай n ∈ N, T, a > 0, γ ≥ 2 – деякi числа, Ω ⊂ Rn – обмежена область з
межею ∂Ω, Q0,T = Ω× (0, T ).

Розглянуто мiшану задачу

ut − a∆(|u|γ−2u) + g(x, t)|u|q(x)−2u+

+φ

(∫
Ω

ε(x, t, y)
(
u(x+ y, t)− u(x, t)

)
dy

)
= f(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (1)

u|Ω×[0,T ] = 0, (2)

u|t=0 = u0(x), (3)

де ∆ – оператор Лапласа, g, q, φ, ε, f, u0 – деякi функцiї, зокрема,
q = q(x) – змiнний показник нелiнiйностi рiвняння. Лiнiйний аналог зiда-
чi (1)-(3) виникає в моделях Мертона i Коу, якi описують бiржовi коливання
вартостi активiв опцiонiв європейського стилю виконання.

Знайдено умови iснування узагальненого розв’язку мiшаної задачi (1)-(3).
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ПРО ОДИН НОВИЙ ПIДХIД ДОСЛIДЖЕННЯ
РОЗВ’ЯЗКIВ НЕЛIНIЙНИХ IНТЕГРАЛЬНИХ

КРАЙОВИХ ЗАДАЧ
Варга Я. В.

jana.varha@mail.ru
Ужгородський нацiональний унiверситет, Україна

Дослiджується iнтегральна крайова задача загального виду

dx

dt
= f (t, x) , t ∈ [a, b] ,

b∫
a

g(s, x(s), x
′
(s))ds = d.

Нехай заданi двi опуклi множини Da та Db, в яких шукаємо, вiдповiдно,
значення розв’язку (розв’язкiв) x(a) та x(b). Будуємо лiнiйну оболонку Da,b

векторiв z ∈ Da i η ∈ Db, та її спецiальний векторний ρ−окiлD := B (Da,b, ρ).
Припускається, що f : [a, b]×D → Rn, g : [a, b]×D ×D′ → Rn є неперервнi
та локально лiпшицевi, де D′ := {f(t, y) : t ∈ [a, b] , y ∈ D} .

Задача полягає у дослiдженнi iснування та наближеної побудови непе-
рервно диференцiйовного розв’язку (розв’язкiв) x : [a, b]→ D, значення яких
x(a) ∈ Da i x(b) ∈ Db. Спочатку зводимо задачу до бiльш простого виду. Для
цього вводимо наступнi векторнi параметри:

z := col(z1, z2, ..., zn) = x(a), η := col(η1, η2, ..., ηn) = x(b)

i замiсть заданої iнтегральної крайової задачi, подiбно [1] вивчаємо наступну
параметризовану двоточкову задачу

”
модельного типу“:

dx

dt
= f (t, x) , t ∈ [a, b] , x(a) = z, x(b) = η.

Для дослiдження розв’язкiв перетвореної задачi вводимо в розгляд наступ-
ну параметризовану послiдовнiсть функцiй {xm(t, z, η)}∞m=0, яка задовольняє
двоточковi умови x(a) = z, x(b) = η для всiх z, η ∈ Rn. Доводиться рiвномiр-
на збiжнiсть цiєї послiдовностi. Встановлено, що гранична функцiя x∞(t, z, η)
при значеннях параметрiв z = z∗, η = η∗ буде розв’язком заданої задачi тодi
i тiльки тодi, коли пара (z∗, η∗) задовольняє спецiальну систему 2n алгебраї-
чних

”
визначальних рiвнянь“.

1. A. Rontó, M. Rontó and Y. Varha, A new approach to non-local boundary
value problems for ordinary differential systems, Applied Mathematics and
Computation, 250 (2015), No. 1, 689-700, doi:10.1016/j.amc.2014.11.021.

50



ЧИСЕЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ПОЧАТКОВОЇ ЗАДАЧI
ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ З

МАКСИМУМОМ
Вiтюк О. Н., Кiчмаренко О. Д., Сапожнiкова К. Ю.

vva@te.net.ua, olga.kichmarenko@gmail.com,kateryna.sapozhnikova@
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова, Україна

Функцiонально-диференцiальнi рiвняння виникають при моделюваннi
складних систем. Одним з найбiльш цiкавих є диференцiальне рiвняння з
максимумом, яке мiстить максимум невiдомої функцiї на iнтервалi перед-
iсторiї. У роботi [3] представлено дослiдження диференцiальних рiвнянь з
максимумом.

Розробка чисельних методiв розв’язання диференцiальних рiвнянь з ма-
ксимумом є актуальною, оскiльки стандартнi методи не можуть бути засто-
сованi безпосередньо в разi немонотонностi розв’язкiв. У доповiдi буде роз-
глянуто наступну задачу:

ẋ(t) = f(t, x(t), max
τ∈[t−h,t]

x(τ)), t ∈ [0, T ], x(t) = 0, t ∈ [−h, 0], (1)

де h > 0 – константa.
У роботi [1] розроблено алгоритм побудови розв’язку задачi (1) за допо-

могою двох послiдовностей, з обмеженням значення T .
Ми пропонуємо чисельний метод, який не вимагає побудови верхнього i

нижнього квазiрозв’язкiв та обмеження довжини iнтервалу. Достатнi умови
iснування i єдинiсть розв’язку задачi (1) були отриманi в роботi [2]. Робота
алгоритму iлюструється прикладами.

1. A. Golev, S. Hristova, A. Rahnev. An algorithm for approximate solving of di-
fferential equation with “maxima”. //Computers and Mathematics with Appli-
cations. -2010.-V.60, Iss.10.- P.2771–2778.

2. Витюк А.Н., О.Д.Кичмаренко, Е.Ю.Сапожникова. О разрешимости на-
чальной задачи для дифференциального уравнения с максимумом // Вiсн.
Од. нац. ун-ту. Мат. i мех.-2015.-Т.20, Вип.1 (25).-С.29-39.

3. Магомедов А.Р. Обыкновенные дифференциальные уравнения с максиму-
мом/ А.Р.Магомедов. - Баку: Элм., 1991.-220 с.
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ФУНКЦIОНАЛЬНИЙ ДВОВИМIРНИЙ
НЕПЕРЕРВНИЙ С-́ДРIБ

Гапак Т. С.

s_t_s@ukr.net
Ужгородський нацiональний унiверситет, Україна

Розглядається функцiональний двовимiрний неперервний С-́дрiб та його
застосування для наближення функцiй двох дiйсних змiнних.

Dn(x, y) = Φn
0(x, y) +

n

K
k=1

bkk ∗ g1(x− xk−1)g2(y − yk−1)

Φn
k(x, y)

, (1)

де n = min{n1, n2} i

Φn
0(x, y) = b00 +

n1

K
i=1

bi0 ∗ g1(x− xi−1)

1
+

n2

K
i=1

b0i ∗ g2(y − yi−1)

1

Φn
k(x, y) = 1 +

n1

K
i=k+1

bik ∗ g1(x− xi−1)

1
+

n2

K
i=k+1

bki ∗ g2(y − yi−1)

1
,

де k = 1, 2, . . . , n, bij−коефiцiєнти, g1(x) деяка неперервна функцiя на [αx, βx]
, g2(y)− неперервна функцiя на [αy, βy] i вони здiйснюють взаємооднозначне
вiдображення.

За допомогою iнтерполяцiйного ланцюгового дробу (1) наближаємо фун-
кцiю двох змiнних f(x, y), яка неперервна на множинi G = [αx, βx]× [αy, βy].

Використовуючи умову iнтерполяцiї, встановлено алгоритм знаходження
коефiцiєнтiв bij. А також знайдена оцiнка залишкового члена цього iнтерпо-
ляцiйного ланцюгового дробу.

1. Гапак Т.С. Квазiобернений функцiональний iнтерполяцiйний ланцю-
говий дрiб, Наук. вiсник Ужгородського ун-ту. Серiя матем. i iнформ.,
–2014.Вип.26 №2 –Р.18-24.
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ФАКТОРИЗАЦIЯ ПОТОКIВ ЛАКСА НА
СПРЯЖЕНОМУ ПРОСТОРI ЦЕНТРАЛЬНОГО
РОЗШИРЕННЯ ОПЕРАТОРНОЇ АЛГЕБРИ ЛI

Гентош О. Є.†, Прикарпатський А. К.‡

ohen@ukr.net, pryk.anat@ua.fm
† Iн-т прикладних проблем механiки i математики

iм. Я.С. Пiдстригача НАНУ, Львiв, Україна
‡ Кракiвська гiрничо-гутнича академiя, Польща

Розглянемо на спряженому просторi G∗ центрального розширення за до-
помогою 2-коциклу Маурера-Картана операторної алгебри Лi G iз стандар-
тним комутатором та iнварiантним скалярним добутком, яка розкладається
у пряму суму двох пiдалгебр Лi, тобто G = G− ⊕ G+, два потоки Лакса у
виглядi

dl/dt = [(∇γ(l))+, l − c∂/∂y], (1)

dl̃/dt = [(∇γ̃(l̃))+, l̃ − c∂/∂y], (2)

де G∗ ' G, G∗− ' G+, G∗+ ' G−, l, l̃ ∈ G∗, нижнiй iндекс "+" позна-
чає проекцiю оператора на пiдалгебру Лi G+, c ∈ C. Цi потоки породжу-
ються R-деформованою дужкою Лi-Пуассона та функцiоналами Казимира γ
i γ̃ ∈ I(G∗) вiдповiдно, градiєнти яких задовольняють спiввiдношення:

[l − c∂/∂y, ∇γ(l)] = 0, [l̃ − c∂/∂y, ∇γ̃(l̃)] = 0.

Якщо у початковий момент часу l̃(0)− c∂/∂y = B−1(0)(l(0)−
−c∂/∂y)B(0), де B(0) ∈ expG+, то iснують такi оператори A, B ∈ expG+,
що

l = AB−1, l̃ = B−1(A− c∂B/∂y), (3)

i має мiсце

Теорема. При перетвореннi Беклунда (3) система двох потокiв Лак-
са (1)-(2) на G∗ ⊕ G∗ еквiвалентна до системи еволюцiйних рiвнянь на
G+ ×G+:

dA/dt = (∇γ(l))+A− A(∇γ̃(l̃))+ + c(∂(∇γ(l))+/∂y)B, (4)

dB/dt = (∇γ(l))+B −B(∇γ̃(l̃))+. (5)

де G+ – група Лi з вiдповiдною алгеброю Лi G+.
За допомогою перетворення Беклунда (3) доведено також гамiльтоновiсть

системи (4)-(5).
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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ НЕОСОБЛИВИХ
РОЗВ’ЯЗКIВ IСТОТНО НЕЛIНIЙНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО
ПОРЯДКУ

Гержановська Г. А.

hello_greta@mail.ru
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I.Мечникова, Україна

Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)ϕ0(y)ϕ1(y
′)f(y, y′), (1)

де α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞), ϕi : ∆Yi →]0,+∞[
— неперервнi функцiї, f : ∆Y0

×∆Y1
→]0,+∞[ — неперервно диференцiйовна

функцiя, Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi — промiжок або [y0
i ;Yi[,

1 або ]Yi; y
0
i ] (i = 0, 1).

Крiм того, вважається, що кожна з функцiй ϕi(z), (i=0,1) є правильно змiн-
ною функцiєю при z → Yi (z ∈ ∆Yi) порядку σi, σ0 + σ1 6= 1, а функцiя f
задовольняє умову

lim
vk→Yk
vk∈∆Yk

vk · ∂f∂vk (v0, v1)

f(v0, v1)
= 0, рiвномiрно по vj ∈ ∆Yj , j 6= k, k, j = 0, 1.

Асимптотичнiй поведiнцi розв’язкiв рiвняння вигляду (1), у якому f ≡ 1,
було присвячено багато робiт (див., наприклад, [1]). В цих дослiдженнях пра-
ва частина або у явному виглядi, або асимптотично була зображена у виглядi
добутку функцiй, кожна з яких залежала тiльки вiд t, або тiльки вiд y, або
тiльки вiд y′, причому це грало важливу роль у методицi дослiдження. Тому
розглядається випадок функцiї f яка навiть асимптотично не зображується
у виглядi добутку функцiй лише вiд однiєї змiнної y або y′.

Отриманi необхiднi i достатнi умови iснування у рiвняння (1) достатньо
широкого класу розв’язкiв, а також асимптотичнi зображення таких розв’яз-
кiв та їх похiдних при t ↑ ω.

1. Евтухов В.М. Асимптотические представления решений су-
щественно нелинейных неавтономных дифференциальных
уравнений второго порядка / В.М. Евтухов, М.А. Белозерова // Укр. Мат.
журнал. – 2008. – Т.60, №3. – С. 310–331.

1При Yi = +∞(Yi = −∞) вважаємо y0
i > 0 (y0

i < 0) вiдповiдно.
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ПРО ОДИН КЛАС РОЗРИВНИХ ДИНАМIЧНИХ
СИСТЕМ НА ПЛОЩИНI

Гiщук Р. Р., Перестюк М. М.

gischuk@gmail.com, perestyuknn@gmail.com
Ужгородський нацiональний унiверситет, Україна

Дослiджується дисипативна система диференцiальних рiвнянь на площи-
нi

ẋ = y, ẏ = −αy + f(x),

α > 0, f(0) = 0, xf(x) > 0, x 6= 0

що пiддається iмпульсному збуренню в момент попадання фазової точки
(x(t), y(t)) на коло x2 + y2 = r2. В результатi дiї iмпульсного збурення з
цього кола фазова точка "перескакує"за певним законом в точку заданого
елiпса

x2

a2
− y2

b2
= 1

або ж iншої замкненої кривої, що охоплює початок координат на площинi.
Встановленi достатнi умови iснування в таких системах одноiмпульсних

розривних циклiв, дослiджено їх стiйкiсть. На простих прикладах показано,
що коли фазова точка конкретної траєкторiї нескiнченне число разiв попадає
на множину iмпульсної дiї, то можуть виникати серйознi труднощi в дослi-
дженнi розривної динамiчної системи. Наприклад, траєкторiя може бути стiй-
кою за Пуасоном i "замiтати"частину площини, лебегова мiра якої додатна.
Таке явище вiдсутнє в неперервних динамiчних системах.

1. A.M. Samoilenko, N.A. Perestyuk, Impulsive Differential Equations, World
Scientific, Singapore, 1995, 462p.

2. Marat Akhmet, Principles of Discontinuous Dynamical Systems, Springer, 2010,
178p.
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ГIПОТЕЗА С. П. РОБIНСОНА:
ДОВЕДЕННЯ У ЧАСТКОВИХ ВИПАДКАХ

Головата О. М.

o_sumyk@yahoo.com
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна

Многочленом Чезаро Cα
n (z) порядку α > 0 i степеня n ∈ N називається

Cα
n (z) :=

n∑
k=0

(α + 1)n−k
(n− k)!

n!

(α + 1)n
zk,

де (β)k := β(β + 1) · · · (β + k − 1).

Для аналiтичної в одиничному крузi D функцiї f :=
∞∑
k=0

ak z
k величина

Cα
n (z, f) :=

n∑
k=0

ak
(α+1)n−k

(n−k)!
n!

(α+1)n
zk називається n-ним середнiм Чезаро функцiї

f порядку α.
Середнi Чезаро вiдiграють важливу роль в теорiї апроксимацiї, сумуваннi

рядiв, аналiзi Фур’є та геометричнiй теорiї функцiй.
Нехай α, β > 0. Кажемо, що аналiтична в одиничному крузi функцiя f

така, що f(0) = 1, належить класу T (α, β)∗, якщо

f(z) ∗ (1+xz)[α](1+yz)α−[α]

(1−z)β 6= 0, z ∈ D, x, y ∈ D,

де оператор ∗ позначає згортку за Адамаром, [α] – найбiльше цiле число, що
не перевищує α.

Поштовхом для цього дослiдження стала гiпотеза С.П. Робiнсона, яка
стверджує, що для всiх α i β ≥ 1 многочлени Чезаро C(α+β−1)

n (z) належать
класу T (α, β)∗. С. Рушевай пiдтвердив iстиннiсть гiпотези для α = 1 i β ≥ 1.
У всiх iнших випадках гiпотеза Робiнсона дуже важка для перевiрки. Фа-
ктично вiдомi лише декiлька представникiв класiв T (α, β)∗ з α > 1, β > 0 у
явному виглядi.

Теорема. Гiпотеза С. П. Робiнсона справедлива у випадку, коли α = 2 i
β = 1, 2, а саме

C(2)
n ∈ T (2, 1)∗, C(3)

n ∈ T (2, 2)∗ для усiх n ∈ N.

1. S.Ruscheweyh, O.Sumyk On Cesáro means, Kaplan classes and a conjecture of
S.P.Robinson// J.Math.Anal.Appl. - 2011.- V.383. - P. 451-460.
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ОПЕРАТОРИ ШРЕДИНҐЕРА
ЗI СИНГУЛЯРНИМИ ПОТЕНЦIАЛАМИ

Головатий Ю. Д.

yu_holovaty@franko.lviv.ua
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна

В останнi кiлька десятилiть як у фiзичнiй, так i математичнiй лiтерату-
рi активно вивчають оператори Шрединґера iз сингулярними потенцiалами.
Такi потенцiали є узагальненими функцiями з точковими носiями, тому вiд-
повiднi оператори часто називають операторами з точковими взаємодiями.
Iсторично точковi взаємодiї виникли у квантовiй механiцi як границi опера-
торiв Шрединґера з гладкими потенцiалами, носiї яких стягувалися до дис-
кретної множини. Моделi, якi опираються на концепцiю точкових взаємодiй,
виявилися досить ефективними, бо адекватно описують квантовомеханiчнi
процеси i одночасно дозволяють суттєво спростити обчислення.

У доповiдi мова йтиметься про рiвномiрну резольвентну збiжнiсть двопа-
раметричної сiм’ї операторiв Шрединґера

Sε,ν = − d2

dx2
+ ε−2Φ(ε−1x) + ν−1Ψ(ν−1x), domSε,ν = W 2

2 (R),

коли додатнi параметри ε та ν прямують до нуля. Тут Φ i Ψ – дiйснi обмеженi
функцiї з компактними носiями. При певних додаткових умовах на функцiї Φ
i Ψ потенцiали сiм’ї операторiв Sε,ν збiгаються в сенсi узагальнених функцiй
до розподiлу αδ′(x) + βδ(x), де δ(x) – функцiя Дiрака.

1. Yu. Golovaty, 1D Schrödinger operators with short range interactions: two-
scale regularization of distributional potentials.
Integral Equations and Operator Theory, 2013, Vol. 75, Issue 3, pp 341–362.

2. Yu. Golovaty and R. Hryniv, Norm resolvent convergence of singularly scaled
Schrödinger operators and δ′-potentials. Proc. R. Soc. Edinb. A., 2013, 143,
pp 791–816.
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ПРО ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ РIЗНИЦЕВОГО
РIВНЯННЯ ЗI ЗМIННИМ ОПЕРАТОРНИМ

КОЕФIЦIЄНТОМ
Гончар I. В., Городнiй М. Ф.

goncharinna@ukr.net, gorodnii@mail.univ.kiev.ua
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна

Нехай X - скiнченновимiрний комплексний банахiв простiр з нормою ‖·‖
i нульовим елементом 0̄; A,B,C - лiнiйнi оператори в X, для яких iснують
оберненi оператори A−1, B−1, C−1.

У роботi дослiджується питання про iснування та єдинiсть обмеженого
розв’язку рiзницевого рiвняння

xn+1 = Axn + yn, n ≥ 1,

xn+1 = Bxn + yn, −m+ 1 ≤ n ≤ 0,

xn+1 = Cxn + yn, n ≤ −m,
(1)

у якому {yn, n ∈ Z} - задана, а {xn, n ∈ Z} - шукана обмеженi послiдовностi
елементiв простору X, m - фiксоване натуральне число.

Покладемо S =
{
λ ∈ C

∣∣ |λ| = 1
}
. Позначимо через σ(T ) спектр лi-

нiйного обмеженого в X оператора T i припустимо, що σ(T ) ∩ S = ∅.
Нехай σ−(T ) - частина спектру оператора T , яка лежать всерединi ко-
ла S, а σ+(T ) := σ(T ) \ σ−(T ). Вважатимемо, що σ±(T ) 6= ∅. Тодi про-
стiр X розкладається в пряму суму iнварiантних вiдносно T пiдпросторiв
X = X+(T )+̇X−(T ) таким чином, що звуження T−, T+ оператора T на
X−(T ), X+(T ) мають спектри σ−(A), σ+(A).

Теорема. Рiзницеве рiвняння (1) має єдиний обмежений розв’язок
{xn, n ∈ Z} для довiльної обмеженої послiдовностi {yn, n ∈ Z} тодi i тiльки
тодi, коли виконуються такi умови:
i)σ(A) ∩ S = ∅, σ(C) ∩ S = ∅;
ii)X = X−(A)+̇Bm(X+(C)).

Також знайдено явний вигляд вiдповiдного до обмеженої послiдовностi
{yn, n ∈ Z} єдиного обмеженого розв’язку {xn, n ∈ Z} рiзницевого рiвняння
(1). При виконаннi умов теореми рiзницеве рiвняння (1) має єдиний обмеже-
ний розв’язок {xn, n ∈ Z} для довiльної обмеженої послiдовностi {yn, n ∈ Z}
i у випадку нескiнченновимiрнрого простору X.
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КОРЕКТНА РОЗВ’ЯЗНIСТЬ НЕЛОКАЛЬНИХ
БАГАТОТОЧКОВИХ ЗА ЧАСОМ ЗАДАЧ ДЛЯ

ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ З
ПСЕВДОБЕССЕЛЕВИМИ ОПЕРАТОРАМИ

Городецький В. В., Мартинюк О. В.

alfaolga1@gmail.com, v.gorodetskiy@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Україна

У роботi розвинена теорiя нелокальних багатоточкових за часом задач
для еволюцiйних рiвнянь з псевдобесселевими операторами скiнченного та
нескiнченного порядкiв, побудованими за сталими та змiнними символами, у
випадку, коли функцiя, що задає багатоточкову задачу є елементом простору
узагальнених функцiй типу розподiлiв Соболєва-Шварца.

Дослiджена структура та властивостi фундаментальних розв’язкiв вказа-
них задач (властивiсть дельта-подiбностi при t→ +0, спецiальнi оцiнки похi-
дних за просторовими змiнними, диференцiйовнiсть по часовому параметру
t як абстрактних функцiй цього параметра, властивостi згорток фундамен-
тальних розв’язкiв iз узагальненими функцiями iз вiдповiдних просторiв уза-
гальнених функцiй).

Встановлена коректна розв’язнiсть зазначених багатоточкових задач з
граничними умовами, якi є згортувачами з простору узагальнених функцiй
типу розподiлiв Соболєва-Шварца; при цьому розв’язок u(t, ·) (при кожному
t > 0) є елементом того ж простору основних функцiй, що й фундаменталь-
ний розв’язок вiдповiдної задачi. Знайдено аналiтичне зображення розв’язкiв
та доведено властивiсть локалiзацiї.

Побудовано новi класи символiв, не диференцiйовних у точцi 0, якi мiстять
вiдомий клас символiв, що задовольняють умову ”параболiчностi”. За допо-
могою таких символiв побудовано новi класи псевдодиференцiальних опера-
торiв, зокрема, псевдобесселевих операторiв нескiнченного порядку, а також
простори основних функцiй, у яких вказанi оператори є неперервними, до-
слiджена топологiчна структура таких просторiв та просторiв, що є їхнiми
образами при вiдображеннi Бесселя. Дослiдженi топологiчно спряженi про-
стори до просторiв основних функцiй, властивостi перетворення Бесселя уза-
гальнених функцiй з цих просторiв.
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ПРО РЕГУЛЯРНIСТЬ ДЕЯКИХ РОЗШИРЕНЬ
ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ НА МНОГОВИДАХ

Грод I. М.

igrod@ukr.net
Тернопiльський нацiональний педагогiчний унiверситет, Україна

Одним з важливих питань в якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь є
знаходження умов збереження iнварiантних многовидiв при збуреннях. Ця
задача тiсно пов’язана iз властивостями певного виду систем лiнеарiзованих
по частинi змiнних. Такi системи диференцiальних рiвнянь прийнято назива-
ти лiнiйними розширеннями динамiчних систем на многовидах [1]. Тут, для
таких систем, дослiджується питання iснування функцiї Грiна-Самойленка
задачi про iнварiантнi многовиди з використанням знакозмнних функцiй Ля-
пунова.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= f (x) ,

dy

dy
= A (x) y, (1)

де x ∈ Rm, y ∈ Rn, f (x)–вектор-функцiя, визначена, неперервна на Rm i
локально задовольняє умову Лiпшиця, матриця A (x) є n×n–вимiрною, еле-
ментами якої є дiйснi функцiї, визначенi на Rm, неперервнi i обмеженi.

Теорема. Нехай система (1) така, що знайдуться симетричнi, n× n-
вимiрнi матрицi Si(x) ∈ C

′
(Rm; a), i деякi комутативнi матрицi

Ci(x) ∈ C ′(Rm), i = 1, 3 , для яких, при x ∈ Rn, виконуються умови〈[
Ṡi (x) + Si (x)AT (x) + A (x)Si (x)

]
Ci(x)x,Ci(x)x

〉
≥

≥ ‖(Ci(x)− Ci−1(x))x‖2, i = 2, 3,〈[
Ṡ1 (x) + S1 (x)AT (x) + A (x)S1 (x)

]
C1(x)x,C1(x)x

〉
≥ ‖C1(x)x‖2,

det(C3(x)) 6= 0.

Тодi система (1) має єдину функцiю Грiна задачi про обмеженi iнварiантнi
многовиди.

1. Митропольский Ю.А., Самойленко А.М., Кулик В.Л. Исследование дихо-
томии линейных систем дифференциальных уравнений с помощью функ-
ций Ляпунова. -Киев: Наук. думка, 1990.-270 с.
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ЧИСЕЛЬНО – АНАЛIТИЧНИЙ МЕТОД
IНТЕГРУВАННЯ ДВОТОЧКОВОЇ КРАЙОВОЇ

ЗАДАЧI ДЛЯ ВИРОДЖНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
СИСТЕМ З IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

Грушовський О. М.

oleksandr hrushovskyj@ukr.net
Ужгородський Нацiональний унiверститет, Україна

Розглядається вироджена диференцiальна система [1]

B(t)x′ = A(t)x+ f(t, x), (1)

з iмпульною дiєю
∆x|t=τi = Bix+ bi, (2)

пiдпорядкована двоточковим краєвим умовам

A1x(a) + A2x(b) = d, (3)

де rankB(t) = n− r = const ∀t ∈ [a, b], r > 0, вектор-функцiя f(t, x) є непе-
рервною, (n×n)–матрицi A(t), B(t) – матрицi з неперервними компонентами,
a ≤ τ1 < . . . < τp < b, p < ∞, A1 i A2 – (n × n) – матрицi та n –вимiрний
вектор d є сталими.

Припускаємо, що система (1)-(2) зводиться до центральної канонiчної
форми [2].

Для таких систем розроблено та обгрунтовано чисельно–аналiтичний ме-
тод дослiдження iснування та наближеної побудови розв’язкiв. Встановлено
необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв, знайдено оцiнки похибки
побудованих наближень.

1. Самойленко А.М., Шкiль М.I, Яковець В.П. Лiнiйнi системи диференцi-
альних рiвнянт з виродженнями. - К.: Вища школа, 2000.

2. Король I. I. Дослiдження iснування i побудова розв’язкiв крайових задач:
автореф. дис. доктора фiз.-мат. наук : спец. 01.01.02 "Диференцiальнi рiв-
няння". - Київ, 2011р. — 32 с.
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ВИЗНАЧЕННЯ НЕВIДОМИХ ПАРАМЕТРIВ У
ПАРАБОЛIЧНОМУ РIВНЯННI З ВИРОДЖЕННЯМ

В ОБЛАСТI З ВIЛЬНОЮ МЕЖЕЮ
Гузик Н. М.

hryntsiv@ukr.net
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна

В областi ΩT = {(x, t) : 0 < x < h(t), 0 < t < T}, де
h = h(t), h(t) > 0, t ∈ [0, T ] — невiдома функцiя, розглядається обернена
задача визначення коефiцiєнтiв a = a(t), a(t) > 0, t ∈ [0, T ] та b = b(t) в
рiвняннi

ut = a(t)ψ(t)uxx + b(t)ux + c(x, t)u+ f(x, t) (1)

з початковою умовою

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h(0)], (2)

крайовими умовами Дiрiхле

u(0, t) = µ1(t), u(h(t), t) = µ2(t), t ∈ [0, T ] (3)

та умовами перевизначення

h′(t) = −ux(h(t), t) + µ3(t), t ∈ [0, T ], (4)

h(t)∫
0

u(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ], (5)

a(t)ψ(t)ux(0, t) = µ5(t), t ∈ [0, T ]. (6)

Припускається, що ψ = ψ(t) — монотонно зростаюча функцiя, така, що
ψ(t) > 0, t ∈ (0, T ], ψ(0) = 0. Дослiдження проводиться у випадку слабкого

виродження, коли lim
t→0

t∫
0

(
t∫
τ

ψ(σ)dσ

)− 1
2

dτ = 0.

Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку

(a, b, h, u) ∈ (C[0, T ])2 × C1[0, T ]× C2,1(ΩT ) ∩ C1,0(ΩT ),

a(t) > 0, h(t) > 0, t ∈ [0, T ]

задачi (1)-(6).
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IСНУВАННЯ ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ
ДЛЯ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯННЬ

З IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ
У НЕФIКСОВАНI МОМЕНТИ ЧАСУ
Данiлов В. Я., Ковальчук Т. В., Iвашкевич А. О.

annatytarenko@bigmir.net
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київський

нацiональний торговельно-економiчний унiверситет, Україна

Розглядається задача оптимального керування системою диференцiаль-
них рiвнянь з iмпульсною дiєю

ẋ = A(x, t) +B(x, t)u, x /∈ S

∆x |x∈S = g(x) (1)

x(0) = x0

з критерiєм якостi

J(u) =

∫ T

0

(A0(x, t) +B0(u, t))dt→ inf, (2)

де S – деяка гiперповерхня в Rd, x0 ∈ Rd – фiксований вектор, T > 0 –
фiксоване, t ∈ [0, T ], u ∈ U ⊂ Rm, U – замкнена, опукла множина в Rm,
0 ∈ U . A(x, t) – d-мiрна вектор-функцiя, B(x, t) – d ×m-мiрна матриця, g –
d-мiрна вектор-функцiя.

Знайденi достатнi умови iснування оптимальних керувань задачi (1), (2)
в термiнах правих частин системи та критерiю якостi.
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НЕЛIНIЙНI ЗАДАЧI ОПТИМАЛЬНОГО
КЕРУВАННЯ ГIПЕРБОЛIЧНИМИ СИСТЕМАМИ

НАПIВЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ
Дерев’янко Т. О., Кирилич В. М.

derevianko.taras@gmail.com, vkyrylych@ukr.net
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна

У доповiдi йтиме мова про необхiднi умови оптимальностi в задачах опти-
мального керування напiвлiнiйними системами гiперболiчних рiвнянь першо-
го порядку в необмеженiй за часом пiвсмузi з нелiнiйними крайовими умова-
ми, системами гiперболiчних рiвнянь з навантаженими правими частинами та
нелiнiйними крайовими умовами, системами з виродженими характеристика-
ми (в сенсi ортогональностi характеристик координатним осям) i нелiнiйними
крайовими умовами, системами з нелокальними крайовими умовами, тощо.

Оптимальне керування гiперболiчною системою квазiлiнiйних рiвнянь, що
описує динамiку попиту Слуцького та застосування задач оптимального ке-
рування гiперболiчними системами в неокласичнiй теорiї споживання.

1. Аргучинцев А. В. Оптимальное управление гиперболическими системами.
/А. В. Аргучинцев - М.: ФИЗМАТЛИТ, 2007. - 168 с.

2. Gugat M. Optimal nodal control of networked hyperbolic systems: evaluation
of derivatives / M. Gugat // Advanced Modeling and Optimization – 2005. –
V. 7. – N 1. – P. 9–37.

3. Derevianko T. O. Problem of optimal control for a semilinear hyperbolic
system of equations of the first order with infinite horizon planning / T. O.
Derev’yanko, V. M. Kyrylych // Ukrainian Math. Journal. – 2015. – Vol. 67 –
N 2. – P. 211–229.

4. Дерев’янко Т. О. Оптимальне керування квазiлiнiйною системою гiпер-
болiчних рiвнянь, що описує попит Слуцького . Т. О. Дерев’янко, В. М.
Кирилич // Матем. студiї. – 2015. – T. 43. – N 1. – C. 66–77.
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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ
НЕЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ n-ГО

ПОРЯДКУ
Дорошенко А. Г.

k1e1ik@list.ru
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I.Мечникова, Одеса, Україна

Розглядається диференцiальне рiвняння

y(n) =
m∑
k=1

αkpk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj(y
(j)), (1)

де n ≥ 2, αk ∈ {−1; 1} (k = 1,m), pk : [a, ω[−→]0,+∞[ (k = 1,m)- неперервнi
функцiї, ϕkj : 4Yj −→]0,+∞[ (k = 1,m; j = 0, n− 1)- неперервнi i правильно
змiннi при y(j) −→ Yj функцiї порядкiв σkj, −∞ < a < ω ≤ +∞, 4Yj -
однобiчний окiл Yj, Yj дорiвнює або 0, або ±∞.

Розв’язок y рiвняння (1) будемо називати Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)- розв’язком,
де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на промiжку [t0, ω[⊂ [a, ω[ i задо-
вiльняє наступнi умови

y(j)(t) ∈ ∆Yj при t ∈ [t0, ω[, lim
t↑ω

y(j)(t) = Yj (j = 0, n− 1),

lim
t↑ω

[
y(n−1)(t)

]2
y(n)(t)y(n−2)(t)

= λ0.

В роботах В.М.Євтухова i О.М. Клопота (див., наприклад, [1]) дослiджу-
валася ситуацiя, коли права частина рiвняння (1) на дослiджуваному класi
розв’язкiв еквiвалентна одному доданку. Метою цiєї роботи є поширення цих
результатiв на випадок , коли на дослiджуваному класi розв’язкiв в правiй
частинi такого рiвняння є декiлька головних доданкiв.

1. Євтухов В.М., Клопот О.М. Асимптотика деяких класiв рiшень звичай-
них дифференцiальних рiвнянь n-го порядку з правильно мiнливими нелi-
нiйностями//Укр. Мат. Ж. - 2013. - 56, №3. - С. 354 - 380.
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НЕЛОКАЛЬНI ЗАДАЧI ДЛЯ ЕВОЛЮЦIЙНИХ
ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Дрiнь Я. М.

drin_yaroslav@i.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Україна

Дослiдженням нелокальних крайових задач для рiвнянь з частинними
похiдними у рiзних аспектах займалися багато математикiв, використовую-
чи при цьому рiзнi методи та пiдходи (М.Л. Горбачук, Б.Й. Пташник, З.М.
Нитребич, П.I. Каленюк, В.К. Романко, С.Г. Крейн, В.М. Борок, О.А. Самар-
ський, В.I. Чесалiн та iн.). Одержанi важливi результати щодо постановки,
коректної розв’язностi та побудови розв’язкiв таких задач.

На сьогоднi нелокальнi багатоточковi за часом задачi для еволюцiйних
псевдодиференцiальних рiвнянь не дослiдженi, тому актуальною є побудо-
ва теорiї нелокальної багатоточкової за часом задачi для еволюцiйного ПДР
вигляду

∂u(t, x)

∂t
+ ϕ(A)u(t, x) = 0, t ∈ (0, T ], x ∈ Rn, (1)

де ϕ(A) – цiла функцiя вiд ПДО A, побудованого за точково-негладким або
аналiтичним символом, зокрема, ϕ(A) = A (ϕ(A) розглядається у рiзних
злiченно-нормованих просторах нескiнченно диференцiйовних функцiй); при
цьому умова

m∑
k=0

αku(t, ·)|t=tk = g (2)

трактується у класичному розумiннi або в слабкому сенсi, якщо g – узагаль-
нена функцiя (така ситуацiя є природною, оскiльки гранична функцiя може
мати особливостi в однiй або декiлькох точках i може допускати регуляриза-
цiю у тому чи iншому просторi узагальнених функцiй), розвинена методика
дослiдження ФР i класична розв’язнiсть задачi (1), (2), коли ϕ(A) ≡ A.

1. Дрiнь Я.М. Задача Кошi та нелокальнi задачi для параболiчних псевдо-
диференцiальних рiвнянь з негладкими символами: дис. доктора фiз.-мат.
наук: 01.01.02 / Я.М. Дрiнь, Київ, 2015. – 339 с.
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АСИМПТОТИКА СИНГУЛЯРНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ПРАВИЛЬНО

ЗМIННИМИ НЕЛIНIЙНОСТЯМИ
Євтухов В. М., Клопот О. М.

emden@farlep.net, mrtark@gmail.com
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I.Мечникова, Одеса, Україна

Розглядається диференцiальне рiвняння

y(n) =
m∑
i=1

αipi(t)
n−1∏
j=0

ϕij

(
y(j)
)
, (1)

де αi ∈ {−1; 1}, pi : [a, ω[−→]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞)– неперервна
функцiя, ϕij : ∆Yj −→]0,+∞[ (j = 0, n− 1) - неперервнi i правильно змiннi
функцiї порядкiв σij при y(j) −→ Yj, i = 1,m, Yj ∈ {0,±∞}, ∆Yj – деякий
однобiчний окiл Yj.

Розв’язок y рiвняння (1) будемо називати сингулярним
Pt∗(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений
на промiжку [t0, t∗[ (a ≤ t0 < t∗ < ω) i задовольняє наступнi умови

lim
t↑t∗

y(j)(t) = Yj (j = 0, n− 1), lim
t↑t∗

[
y(n−1)(t)

]2
)

y(n)(t)y(n−2)|(t)
= λ0.

Метою роботи є встановлення умов iснування у рiвняння (1) сингуляр-
них Pt∗(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв, а також асимптотичних зображень цих
розв’язкiв та їх похiдних до порядку n−1 включно. При t∗ = ω асимптотичнi
властивостi Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв дослiджувались в попереднiх робо-
тах авторiв (див., наприклад, [1]).

1. Евтухов В.М., Клопот А.М. Дифференц. уравнения. - 2014. -Т.50, № 5.-
С.584-600.
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НЕПЕРЕРВНI ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ ОДНОГО
КЛАСУ СИСТЕМ НЕЛIНIЙНИХ

РIЗНИЦЕВО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
Єрьомiна Т. О.

ierominat@ukr.net
Нацiональний технiчний унiверситет України
Київський полiтехнiчний iнститут, Україна

Будуються неперервнi обмеженi розв’язки систем нелiнiйних рiзницево-
функцiональних рiвнянь вигляду

x (qt) = Λx (t) + f (t, x (t) , x (t+ 1)) , (4)

де t ∈ <, Λ−дiйсна (n× n)- матриця вигляду Λ = diag (λ1, . . . , λn),
f : <× <n ×<n → <n, q - деяка дiйсна стала, при певних припущеннях вiд-
носно λi, i = 1, n та q, дослiджується їх поведiнка при t → ∞. При цьому
припускається, що виконуються наступнi умови:

1. |λi| 6= 0, i = 1, 2, ..., n, q > 0;

2. вектор-функцiя f (t, x, y) є неперервною обмеженою при всiх t ∈ <,
x ∈ <n, y ∈ <n i f (t, 0, 0) ≡ 0;

3. для довiльних t ∈ <, x̄, ȳ, ¯̄x, ¯̄y ∈ <n виконується спiввiдношення
|f (t, x̄, ȳ)− f (t, ¯̄x, ¯̄y)| ≤ l (|x̄− ¯̄x|+ |ȳ − ¯̄y|) , де l - деяка додатна стала.

Справедлива наступна теорема.

Теорема. Нехай виконуються умови 1)-3) i умови:

1. 0 < λi < 1, i = 1, . . . , n, q > 1,

2. ∆ = 2l
λ̄−λ∗ < 1 , де 1 > λ̄ > λ∗ = max {λi, i = 1, . . . , n}.

Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при t ≥ T > 0
(Т - деяка достатньо велика додатна стала) розв’язкiв у виглядi ряду

x(t) =
∞∑
i=0

xi(t),

де xi(t), i = 0, 1, ... - деякi неперервнi обмеженi при t ≥ T > 0 вектор-
функцiї, якi задовольняють умовi lim

t→+∞
xi(t) = 0.
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НОРМАЛЬНО РОЗВ’ЯЗНI КРАЙОВI ЗАДАЧI У
БАНАХОВИХ ПРОСТОРАХ
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Житомирський нацiональний агроекологiчний унiверситет, Україна

Нехай l∞(I,B1), l∞(I,B2) — банаховi простори з супремум нормами обме-
жених вектор-функцiй, визначених на скiнченному промiжку I зi значеннями
у банахових просторах B1 та B2, вiдповiдно, B — банахiв простiр.

Розглянемо крайову задачу

(Λz)(t) =

([
L
`

]
z

)
(t) =

[
ϕ(t)
α

]
, (1)

де L : l∞(I,B1) → l∞(I,B2) — лiнiйний обмежений узагальнено-оборотний
оператор, ` = col(l1, l2, l3, . . .) : l∞(I,B1)→ B — лiнiйний обмежений вектор-
функцiонал, α ∈ B.

Узагальнена оборотнiсть оператора L означає, що нуль-простiр N(L) та
ядро R(L) доповнювальнi у банахових просторах l∞(I,B1) та l∞(I,B2),
вiдповiдно i вiн нормально розв’язний. Тодi iснують обмеженi проектори
PN(L) : l∞(I,B1) → N(L) та PYL : l∞(I,B2) → YL, якi розбивають просто-
ри l∞(I,B1) та l∞(I,B2) у прямi суми пiдпросторiв l∞(I,B1) = N(L)⊕XL,
l∞(I,B2) = YL ⊕R(L).

Теорема. Нехай L и L — узагальнено оборотнi оператори. Тодi неодно-
рiдна крайова задача (1) розв’язна для тих и тiльки тих ϕ(t) ∈ l∞(I,B2)
та α ∈ B, якi задовольняють умови

(PYLϕ)(t) = 0,

PYL{α− `(L−ϕ)(·)} = 0

i при цьому її загальний розв’язок має вигляд

z(t) = (PN(Λ)ẑ0)(t) + (Gϕ)(t) + (PN(L)(L−α))(t),

де ẑ0(t) ∈ l∞(I,B1) — довiльний елемент, PN(Λ) = PN(L)PN(L),
L = `PN(L) : l∞(I,B1)→ B, PN(L) : l∞(I,B1) → N(L) та PYL : B → YL
— обмеженi проектори,

(Gϕ)(t) = (L−ϕ)(t)− (PN(L)L−`(L−ϕ)(·))(t)

— узагальнений оператор Грiна.
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IСНУВАННЯ ТА АСИМПТОТИКИ РОЗВ’ЯЗКIВ
ДЕЯКИХ ГIБРИДНИХ СИСТЕМ СИНГУЛЯРНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ, НЕ РОЗВ’ЯЗНИХ
ВIДНОСНО ПОХIДНИХ НЕВIДОМИХ ФУНКЦIЙ

Зернов О. Є., Кузiна Ю. В.

zernov@ukr.net, yuliak@te.net.ua
1Пiвденноукраїнський нацiональний педогогiчний унiверситет

iм. К.Д.Ушинського, м.Одеса,Україна
2Вiйскова академiя, м.Одеса,Україна

В доповiдi розглядаються задачi Кошi для гiбридних систем сингулярних
диференцiальних рiвнянь, виду

α(t)x′(t) = f1(t, x(t), y(t), x′(t), y′(t)),

y′(t) = f2(t, x(t), y(t), x′(t), y′(t)),

x(0) = 0, y(0) = 0.

та
α1(t)x

′(t) = f1(t, x(t), y(t), x′(t), y′(t)),

α2(t)y
′(t) = f2(t, x(t), y(t), x′(t), y′(t)),

x(0) = 0, y(0) = 0.

тут x : (0, τ) → R, y : (0, τ) → R - невiдомi функцiї, fi : D → R,
αi : (0, τ)→ (0,+∞)− неперервнi функцiї, де αi(t)→ 0, t→ t0, i ∈ {1, 2},
D ⊂ (0, τ)× R× R× R× R.

Методами функцiонального аналiзу та якiсної теорiї диференцi-
альних рiвнянь одержанi достатнi умови, при виконаннi яких за-
дачi, що розглядаються, мають неперервно диференцiйовнi розв’язки
x : (0, ρ)→ R, y : (0, ρ)→ R, ρ > 0− достатньо мале; дослiдженi питання
щодо кiлькостi таких розв’язкiв та їх асимтотичних властивостей.
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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ РIВНЯННЯ
ТЕПЛОПРОВIДНОСТI В ПРЯМОКУТНIЙ ОБЛАСТI

Iванчов М. I., Кiнаш Н. Є.

ivanchov@franko.lviv.ua, nataliiakinash@gmail.com
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна

У данiй роботi в прямокутнику розглядається обернена задача для рiв-
няння теплопровiдностi з невiдомим старшим коефiцiєнтом, який залежить
вiд часової та просторової змiнних. З використанням функцiї типу функцiї
Грiна задачу зведено до рiвняння стосовно невiдомого коефiцiєнта, iснування
розв’язку якої доводиться iз застосуванням теореми Шаудера. При доведеннi
єдиностi розв’язку використовується теорiя iнтегральних рiвнянь Вольтерра.

В областi QT := {(x, y, t) : 0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T} розглянемо
обернену задачу для рiвняння теплопровiдностi

ut = a(y, t)uxx + uyy + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT (1)

з невiдомим коефiцiєнтом a(y, t), початковою та крайовими умовами

u|t=0 = ϕ(x, y), (x, y) ∈ D, (2)

u|x=0 = µ11(y, t), u|x=h = µ12(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (3)

u|y=0 = µ21(x, t), u|y=l = µ22(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (4)

та умовою перевизначення

a(y, t)ux(0, y, t) = µ3(y, t), y ∈ [0, l], t ∈ [0, T ], (5)

де D := {(x, y) : 0 < x < h, 0 < y < l}. Пiд розв’язком задачi (1)-(5) будемо
розумiти пару функцiй

(a(y, t), u(x, y, t)) ∈ Cγ,γ/2([0, l]× [0, T ])× C2+γ,1+γ/2(QT ), 0 < γ < 1,

що задовольняє умови (1)-(5) у класичному розумiннi.
Крiм того, a(y, t) > 0, (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ].
Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку задачi (1)-(5). Отри-

манi результати можна використати для дослiдження двовимiрної задачi для
рiвняння теплопровiдностi з вiльною межею.
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МАЙЖЕ ПЕРIОДИЧНА ЗАДАЧА
З КРАЙОВИМИ УМОВАМИ, ЩО МIСТЯТЬ

МОМЕНТИ,
ДЛЯ УЗАГАЛЬНЕНОЇ СИСТЕМИ РIВНЯНЬ ЛЯМЕ

Iлькiв В. С.

ilkivv@i.ua
Нацiональний унiверситет

”
Львiвська полiтехнiка“, Україна

В областi Q = [0, T ] × Rp у просторах майже перiодичних функцiй до-
слiджено задачу з iнтегро-крайовими умовами, що мiстять моменти шуканої
функцiї, для системи рiвнянь з частинними похiдними, яка узагальнює си-
стему рiвнянь Ляме, а саме

σ∂2
t u = µ∗∂xĀ

†A∂†xu+ (λ∗ + µ∗)A∂†x∂xĀ
†u, (1)

αju|t=(j−1)T + βjM(rj;u) = ϕj, j = 1, 2, (2)

де A—квадратна матриця, Ā—матриця, комплексно спряжена з матри-
цею A, x = (x1, . . . , xp), ∂x = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xp), ∂t = ∂/∂t; σ, λ∗,
µ∗—додатнi параметри, ~α = (α1, α2), ~β = (β1, β2) —комплекснi векто-
ри (‖~α‖‖~β‖ > 0), ~r = (r1, r2) — вектор з невiд’ємними цiлими координа-
тами, M(r;u) =

∫ T
0

tr

r!u(t, ·)dt—момент порядку r шуканої вектор-функцiї
u = u(t, x), ‖ · ‖— евклiдова норма, †— операцiя транспонування. Розв’язок u
задачi (1), (2) i заданi правi частини ϕ1 i ϕ2 умов (2) є векторами розмiру p.

Для кожного t ∈ [0, T ] розв’язок u i правi частини ϕ1 та ϕ2 належать
до просторiв зi шкали {Hq

M}q∈R просторiв майже перiодичних функцiй зi
спектромM = {µk = (µk1, . . . , µkp) : k ∈ Zp}, який пiдпорядкований умовам
зростання d1‖k‖θ1 ≤ ‖µk‖ ≤ d2‖k‖θ2, де Hq

M—простiр Соболєва порядку q.
Встановлено умови розв’язностi задачi (1), (2) у шкалi просторiв Hq

M,
залежнiсть їх вiд векторiв параметрiв ~α, ~β, ~r та структуру розв’язку. Дослi-
джено проблему малих знаменникiв, яка виникає при визначеннi гладкостi
розв’язку i отримано оцiнки знизу знаменникiв для майже всiх значень па-
раметра T з довiльного фiксованого вiдрiзка [T0, T1], де 0 < T0 < T1 <∞.

Частину результатiв опублiковано: Математичнi методи та фiзико-
механiчнi поля, 2013, № 4, с. 40–53 (Кузь А.М., Пташник Б.Й.), Буковин-
ський математичний журнал, 2015, № 2, с. 21–41
(Iлькiв В.С., Нитребич З.М., Пукач П.Я.).
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УМОВИ РОЗВ’ЯЗНОСТI
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”
Львiвська полiтехнiка“, Україна

Нехай S однозв’язна область проколотої у нулi комплексної площини, а
Dp—цилiндрична область [0, T ]× Sp, де T > 0, p ≥ 2.

В областi Dp розглянуто задачу з двоточковими нелокальними умовами
для диференцiально-операторного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами та не-
лiнiйною (слабко нелiнiйною) правою частиною∑

|ŝ|≤n

aŝB
s∂

s0u

∂ts0
= εf(u),

µ
∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

= 0, m = 0, 1, . . . , n− 1,

де ŝ = (s0, s), s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+, |ŝ| = s0 + s1 + . . .+ sp, as0,s—комплекснi
коефiцiєнти (an,0 = 1), ε, µ—комплекснi параметри, u—шукана функцiя.
Оператор B = (B1, B2, . . . , Bp) складений з операторiв узагальненого дифе-

ренцiюванняBj ≡ zj
∂

∂zj
, j = 1, . . . , p, аBs = Bs1

1 . . . B
sp
p , де степенi операторiв

визначаються стандартно B0
ju ≡ u, Bl

ju=Bj(B
l−1
j u) (j = 1, . . ., p, l = 1, . . ., n).

Встановлено умови розв’язностi задачi у класах функцiй багатьох компле-
ксних змiнних, що є рядами Дiрiхле-Тейлора з фiксованим спектром, асим-
птотику якого на нескiнченностi задає деяке додатне число. Доведення теоре-
ми про розв’язнiсть даної задачi проводиться за допомогою iтерацiйної схеми
Неша-Мозера. Зроблено наголос на метричному пiдходi у полiцилiндричнiй
областi коефiцiєнтiв aŝ до оборотностi лiнеаризованих операторiв, якi вико-
ристовуються у схемi, який дозволяє оцiнити норми наближень до розв’язку
i мiру множини коефiцiєнтiв рiвняння, для яких вони iснують.
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ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ
В РОЗПОДIЛЕНИХ СИСТЕМАХ

З НЕЛОКАЛЬНИМИ КРАЙОВИМИ УМОВАМИ
Капустян О. А., Мазур О. К.

olena.kap@gmail.com, okmazur@ukr.net
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка,

Нацiональний унiверситет харчових технологiй

В роботi дослiджується класична розв’язнiсть ряду лiнiйно - квадрати-
чних задач оптимального керування для елiптичних i параболiчних рiвнянь з
нелокальними крайовими умовами в секторiальних областях. За допомогою
бiортонормованих систем функцiй задача в елiптичному випадку редукує-
ться до зв’язаних мiж собою одновимiрних задач оптимального керування,
що дозволяє встановити її класичну розв’язнiсть [1]. В параболiчному ви-
падку виникає нескiнчена система зв’язаних мiж собою нескiнченновимiрних
оптимiзацiйних задач. При додаткових умовах на вхiднi данi задачi за допо-
могою рядiв Фур’є-Бесселя вдається встановити класичну розв’язнiсть задачi
оптимального керування з напiввизначеним критерiєм якостi [2] та задачi з
мiнiмальною енергiєю [3].

1. Капустян В.О., Капустян О.А., Мазур О.К. Задача оптимального ке-
рування для рiвняння Пуассона з нелокальними крайовими умовами //
Нелiнiйнi коливання, 2013, т.16, №3, С.350-358

2. Kapustyan V.O., Kapustian O.A., Mazur O.K. The optimal control problem
for parabolic equation with non-local boundary conditions in circular sector //
Continuous and Distributed Systems, 2015, vol.15, P. 297-314

3. Капустян О.А., Мазур О.К. Розв’язнiсть задачi оптимального керування
з мiнiмальною енергiєю для однiєї параболiчної крайової задачi з нело-
кальними крайовими умовами // Журнал обчислювальної i прикладної
математики, 2015, №3, С. 6-10
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ГЛОБАЛЬНI АТРАКТОРИ
НЕСКIНЧЕННОВИМIРНИХ IМПУЛЬСНИХ

СИСТЕМ БЕЗ ЄДИНОСТI
Капустян О. В., Романюк I. В.

kapustyanav@gmail.com, romanjuk.iv@gmail.com
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

В роботi методами теорiї глобальних атракторiв вивчається якiсна пове-
дiнка iмпульсних (або розривних) динамiчних систем - автономних еволюцiй-
них систем, траєкторiї яких зазнають iмпульсних збурень в моменти зустрiчi
з фiксованою пiдмножиною фазового простору [1]. Основною проблемою при
вивченнi таких об’єктiв є втрата неперервної залежностi розв’язку вiд поча-
ткових даних. У випадку нескiнченновимiрних динамiчних систем це приво-
дить до можливого руйнування глобального атрактору [2]. В данiй роботi до-
слiджено дисипативнi нескiнченновимiрнi системи за умов на параметри, що
не гарантують єдиностi розв’язку задачi Кошi. Введено поняття многозна-
чної iмпульсної ДС, обгрунтовано його корректнiсть, встановлено критерiй
iснування глобального атрактору та дослiджено його властивостi. Одержанi
результати застосовано до ряду нескiнченновимiрних iмпульсних задач виду

du
dt = F (u) + εG(u),
u|t=0 = u0 ∈ H,
∆u|u∈M = I(u)− u,

де умови на вiдображення F,G, I та множину M забезпечують глобальну
розв’язнiсть та дисипативнiсть, але не гарантують єдиностi розв’язку. Для
вiдповiдної многозначної iмпульсної ДС при достатньо малих значеннях па-
раметра ε > 0 доведено iснування глобального атрактору в фазовому про-
сторi H та дослiджено його властивостi.

1. Самойленко А.М., Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения с им-
пульсным воздействием. - К: Вища школа, 1987

2. Перестюк М.О., Капустян О.В. Iснування глобальних атракторiв для iм-
пульсних динамiчних систем // Доповiдi НАН України, 2015, № 12, С.13-18
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ДВОВИМIРНА ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ
ПОВНОГО ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ З

НЕЛОКАЛЬНИМИ УМОВАМИ ПЕРЕВИЗНАЧЕННЯ
Кiнаш Н. Є.

kinashnataliia@gmail.com
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна

У областi QT := {(x, y, t) : 0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T} розглядаємо
задачу визначення пари функцiй (a(t), u(x, y, t))

ut = a(t)∆u+ b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy + c(x, y, t)u+ f(x, y, t), (1)

(x, y, t) ∈ QT , (2)

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ [0, h]× [0, l], (3)

ux(0, y, t) = µ11(y, t), ux(h, y, t) = µ12(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (4)

uy(x, 0, t) = µ21(x, t), uy(x, l, t) = µ22(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ]

iз нелокальною умовою перевизначення

ν1(t)u(0, y0, t) + ν2(t)u(h, y0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ], (5)

де y0 фiксоване значення iз промiжку [0, l].
На вiдмiну вiд аналогiчної задачi для рiвняння теплопровiдностi [1], де

iснування та єдинiсть розв’язку доведенi глобально, встановлено умови iсну-
вання та єдиностi класичного розв’язку задачi на деякому звуженому про-
мiжку часу. З цiєю метою застосовано метод функцiї Грiна, теорему Шаудера
про нерухому точку та теорiю iнтегральних рiвнянь Вольтерра.

1. Кiнаш Н. Обернена задача для двовимiрного рiвняння теплопровiдностi з
нелокальною умовою перевизначення, Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат.,
80, 2015, 52-60.
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БIФУРКАЦIЯ ЦИКЛIВ ОДНОГО КЛАСУ
ПАРАБОЛIЧНИХ СИСТЕМ

Клевчук I. I.

klevchuk@yandex.ru
Чернiвецький нацiональний унiверситет, Україна

Розглядається рiвняння

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α + iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u

2u (1)

з перiодичною умовою
u(t, x+ 2π) = u(t, x), (2)

де ε – малий додатний параметр.

Теорема. Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого n
виконується нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при
0 < ε < ε0 задача (1), (2) має перiодичнi вiдносно t розв’язки

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)) +O(ε),

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2, n ∈ Z.

Цi розв’язки експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли
виконується умова

(d0r
2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n − 4γ2n2 − 2δc0r

2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n − δk2)2

при всiх k ∈ Z, k 6= 0.
Цей метод можна застосувати до дослiдження перiодичних режимiв си-

стем iз запiзненням та рiвняння спiнового горiння

∂2ξ

∂t2
+ ξ = 2ε

[
∂ξ

∂t

(
1− 4

3

(
∂ξ

∂t

)2
)

+
1

%2

∂3ξ

∂t∂x2

]
, ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), (3)

де ε – малий додатний параметр, % > 0. Бiжучi хвилi задачi (3) мають вигляд

ξn(t, x) =

√
1− n2

%2
cos(t+ nx) +O(ε), де n ∈ Z, n2 < %2. Бiжучi хвилi ξn(t, x)

експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли n2 <
1

6
(2%2 + 1).
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ОЦIНКИ ДЛЯ РОЗПОДIЛУ СУПРЕМУМУ
РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ НЕОДНОРIДНОГО

РIВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВIДНОСТI З
ВИПАДКОВОЮ ПРАВОЮ ЧАСТИНОЮ

Козаченко Ю. В., Сливка-Тилищак Г. I.

ykoz@ukr.net, aslyvka@ukr.net
Київський нацiональний унiверситет iм. Тараса Шевченка,

Ужгородський нацiональний унiверситет, Україна

Розглянемо неоднорiдне рiвняння теплопровiдностi, яке задане на прямiй
[1]:

∂u(x, t)

∂t
= a2∂

2u(x, t)

∂x2
+ ξ(x, t), −∞ < x < +∞, t > 0, (1)

u(x, 0) = 0, −∞ < x < +∞. (2)

Нехай ξ(x, t) = {ξ(x, t), x ∈ R, t > 0} — вибiрково неперервне з iмо-
вiрнiстю одиниця випадкове поле з простору Subϕ(Ω), таке що Eξ(x, t) = 0,
E(ξ(x, t))2 < +∞.

Розв’язок задачi (1)— (2) можна записати у виглядi:

u(x, t) =

+∞∫
−∞

cos yxG(y, t)dy, G(y, t) =
1√
2π

t∫
0

e−a
2y2(t−τ ξ̃(y, τ)dτ,

ξ̃(y, τ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

cos yxξ(x, τ)dx.

В роботi отримано оцiнки для розподiлу супремуму розв’язку задачi (1)—
(2) на компактi i в нескiнченнiй областi [2].

1. Kozachenko Yu. V., Slyvka-Tylyshchak A. I. The Cauchy problem for the
heat equation with a random right part from the space Subϕ(Ω)// Applied
Mathematics. – 2014. – 5. – P. 2318–2333.

2. Kozachenko Yu. V., Slyvka-Tylyshchak A. I. On the increase rate of random
fields from space on unbounded domains// Statistics, optimization and
information computing. – June 2014. – Vol. 2. – P. 79–92.
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IНТЕГРАЛЬНI РIВНЯННЯ ФРЕДГОЛЬМА
З КЕРУВАННЯМ

Козлова Н. О., Ферук В. А.

nkozlovaa@gmail.com, feruk.viktor@gmail.com
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка,

Iнститут математики НАН України, Київ, Україна

Розглядається iнтегральне рiвняння з керуванням

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) +

b∫
a

K1(t, s)u(s)ds, (1)

у якому K(t, s) та K1(t, s) – ядра, сумовнi з квадратом в областi [a, b]× [a, b],
f ∈ L2[a, b], x ∈ L2[a, b], u ∈ L2[a, b]. Ядра K(t, s), K1(t, s) та функцiя f – вi-
домi, а функцiї x та u – потрiбно визначити. Будемо вважати, що породжуюче
iнтегральне рiвняння без керування

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) (2)

при деяких неоднорiдностях f ∈ L2[a, b] не має розв’язку.
Ставиться задача знаходження необхiдних та достатнiх умов, при яких,

вводячи в праву частину рiвняння (2) керування u(t), рiвняння (1) стає
розв’язним.

Схема дослiдження розглядуваного iнтегрального рiвняння ґрунтується
на переходi вiд рiвняння (1) до еквiвалентної злiченно-вимiрної алгебраїчної
системи рiвнянь з керуванням, методи дослiдження якої добре розвинутi [1],
[2].

Побудовано загальний вигляд розв’язку {x(t), u(t)} iнтегрального рiвнян-
ня з керуванням (1) та наведено умови iснування єдиного розв’язку. Отриманi
результати проiлюстровано на конкретних прикладах.

1. Boichuk A.A., Samoilenko A.M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems. — Utrecht, Boston: VSP, 2004. - 317 p.

2. Козлова Н.О., Ферук В.А. Нетеровi крайовi задачi для iнтегральних рiв-
нянь // Нелiнiйнi коливання. — 2016. — Т. 19, № 1. - C.58-66.
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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО
ПОРЯДКУ З ПРАВИЛЬНО ТА ШВИДКО

ЗМIННИМИ НЕЛIНIЙНОСТЯМИ
Колун Н. П.

nataliiakolun@ukr.net
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I.Мечникова, Одеса, Україна

Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ =
m∑
i=1

αipi(t)ϕi(y), (1)

де αi ∈ {−1, 1} (i = 1,m), pi : [a, ω[−→]0,+∞[ (i = 1,m)- неперервнi функцiї,
−∞ < a < ω ≤ +∞, ϕi : ∆Y0

→]0,+∞[- при i = 1, l неперервнi i правиль-
но змiннi при y → Y0 функцiї порядкiв σi ∈ R, а при i = l + 1,m - двiчi
неперервно диференцiйованi функцiї такi, що ϕ′i(y) 6= 0 при y ∈ ∆Y0

,

lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕi(y) =

{
або 0,
або +∞, lim

y→Y0
y∈∆Y0

ϕi(y)ϕ′′i (y)

ϕ′2i (y)
= 1, (2)

Y0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆Y0
- деякий однобiчний окiл Y0.

У працях В.М.Євтухова i А.М.Клопота були отриманi умови iснування
та асимптотика Pω(Y0, λ0)- розв’язкiв, коли всi функцiї ϕi - правильно змiннi
при y → Y0 (див., наприклад, [1]).

Розв’язок y диференцiального рiвняння (1) називається Pω(Y0, λ0)–
розв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на промiжку
[t0, ω[⊂ [a, ω[ i y(t) ∈ ∆Y0

при t ∈ [t0, ω[,

lim
t↑ω

y(t) = Y0, lim
t↑ω

y′(t) =

{
або 0,
або ±∞, lim

t↑ω

y′2(t)

y′′(t)y(t)
= λ0.

В силу умов (2) функцiї ϕi (i = l + 1,m) є швидко змiнними при y → Y0,
тобто права частина мiстить як правильно, так i швидко змiннi нелiнiйностi
при y → Y0. Метою роботи є встановлення асимптотики Pω(Y0, λ0)- розв’язкiв
рiвняння (1) при λ0 ∈ R \ {0; 1}.

1. В.М.Евтухов, А.М.Клопот. Дифференц. уравнения. - 2014. -Т.50, № 5.-
С.584-600.
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КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ РIВНЯНЬ
ПАРАБОЛIЧНОГО ТИПУ З ОПЕРАТОРАМИ

ЛЕЖАНДРА, БЕССЕЛЯ, ФУР’Є
Конет I. М., Пилипюк Т. М.

konet51@ukr.net, t-myh@i.ua
Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi Iвана Огiєнка,

Україна

Розглянемо задачу про структуру обмеженого на множинi

D2 = {(t, r) : t > 0; r ∈ I2 = (0;R1) ∪ (R1;R2) ∪ (R2;∞)}

розв’язку диференцiальних рiвнянь параболiчного типу 2-го порядку

∂u1

∂t
− a2

1Λ(µ)[u1] + γ2
1u1 = f1(t, r), r ∈ (0;R1),

∂u2

∂t
− a2

2Bν,α[u2] + γ2
2u2 = f2(t, r), r ∈ (R1;R2),

∂u3

∂t
− a2

3F [u3] + γ2
3u3 = f3(t, r), r ∈ (R2; +∞)

з початковими умовами

uj(t, r)
∣∣∣
t=0

= gj(r); r ∈ (Rj−1;Rj); j = 1, 3; R0 = 0;R3 = +∞, (2)

крайовими умовами

uj(t, r)
∣∣∣
r=0
< +∞; u3(t, r)

∣∣∣
r=+∞

< +∞ (3)

та умовами спряження(
Lkj1

[
uk(t, r)

]
− Lkj2

[
uk+1(t, r)

])∣∣∣
r=Rk

= ωjk(t); j, k = 1, 2, (4)

де

Λ(µ) =
∂2

∂r2
+ cthr

∂

∂r
+

1

4
+

1

2

(
µ2

1

1− chr
+

µ2
2

1 + chr

)
–

– узагальнений диференцiальний оператор Лежандра [1],

Bν,α = =
∂2

∂r2
+

2α + 1

r

∂

∂r
− ν2 − α2

r2
– диференцiальний оператор Бессе-

ля [1], F =
∂2

∂r2
–диференцiальний оператор Фур’є [1],

Lkjm =

(
αkjm + δkjm

∂

∂t

)
∂

∂r
+ βkjm + γkjm

∂

∂t
; j,m, k = 1, 2.
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Зауважимо, що тiльки у випадку δkjm = γkjm ≡ 0 умови (4) збiгаються з
класичними умовами спряження [2].

Iнтегральне зображення єдиного точного аналiтичного розв’язку мiшаної
параболiчної задачi спряження (1)-(4) побудовано методом гiбридного iнте-
грального перетворення типу Лежандра-Бесселя-Фур’є зi спектральним па-
раметром [3].

1. Конет I.М. Параболiчнi крайовi задачi в кусково-однорiдних середови-
щах / I.М. Конет. Т.М. Пилипюк. – Кам’янець-Подiльський: Видавництво
Абетка-Свiт, 2016. – 244 с.

2. Конет I.М. Гiперболiчнi крайовi задачi математичної фiзики в кусково-
однорiдних просторових середовищах / I.М. Конет. – Кам’янець-
Подiльський: Видавництво Абетка-Свiт, 2013. – 120 с.

3. Пилипюк Т.М. Гiбридне iнтегральне перетворення типу Лежандра-
Бесселя-Фур’є на полярнiй осi зi спектральним параметром в умовах спря-
ження / Т.М. Пилипюк // Математичне та комп’ютерне моделювання. Се-
рiя: Фiзико-математичнi науки: зб. наук. пр. /Iн-т кiбернетики iм. В.М. Глу-
шкова НАН України, Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет
iменi Iвана Огiєнка. – Кам’янець-Подiльський: Кам’янець-Подiл. нац. ун-т
iм. I. Огiєнка, 2010. – Вип.3. – С. 165-179.
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ЗАСТОСУВАННЯ ПОТЕНЦIАЛIВ ДО
РОЗВ’ЯЗАННЯ ОДНОВИМIРНОЇ ПАРАБОЛIЧНОЇ
ЗАДАЧI З НЕЛОКАЛЬНОЮ КРАЙОВОЮ УМОВОЮ

ФЕЛЛЕРА-ВЕНТЦЕЛЯ
Копитко Б. I., Шевчук Р. В.

bohdan.kopytko@gmail.com, r.v.shevchuk@gmail.com
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна

Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника,
Україна

В теорiї випадкових процесiв при вивченнi процесу дифузiї в обмеже-
нiй або напiвобмеженiй областi виникає ситуацiя, коли продовження руху
дифундуючої частинки пiсля її потрапляння на межу областi здiйснюється
стрибками. Питання про знаходження напiвгрупи операторiв, якiй вiдповiд-
ає дифузiйний процес з властивiстю стрибкоподiбного виходу з межi областi
приводить до постановки граничної задачi для лiнiйного параболiчного рiв-
няння другого порядку з нелокальною крайовою умовою. Оскiльки загальний
вигляд крайових умов для одновимiрного (за просторовою змiнною) дифузiй-
ного процесу (однорiдного за часовою змiнною) було встановлено в роботах
В. Феллера [1] та А.Д. Вентцеля [2], то цi умови були названi крайовими
умовами Феллера-Вентцеля.

Тут одновимiрна параболiчна початково-крайова задача Вентцеля (з ком-
бiнацiєю похiдної за просторовою змiнною та нелокальної складової) розгля-
нута для випадку неоднорiдного дифузiйного процесу в криволiнiйнiй областi
i в припущеннi, що коефiцiєнти рiвномiрно параболiчного оператора є гельде-
ровими за обома змiнними, а бiчнi межi областi задовольняють умову Гель-
дера за часовою змiнною з показником > 1

2 . Для розв’язання даної задачi
застосовано метод звичайних параболiчних потенцiалiв.

1. Feller W., The parabolic differential equations and associated semi-groups of
transformations, Ann. Math. 55 (1952), 468–518.

2. Вентцель А.Д., Полугруппы операторов, соответствующие обобщенному
дифференциальному оператору второго порядка, ДАН СССР 111 (1956),
№2, 269–272.
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УЗАГАЛЬНЕНИЙ МЕТОД ПОБУДОВИ ЛIНIЙНИХ
БАГАТОКРОКОВИХ МЕТОДIВ

Король I.Ю., Король I.I.

Ужгородський нацiональний унiверситет, Україна

Розглядається задача Кошi для звичайного диференцiального рiвняння
першого порядку y′ = f(t, y), y(y0) = y0. (1)

Як вiдомо, лiнiйнi багатокроковi методи розв’язання задачi (1) будують
на основi формули

yn+1 =

p∑
j=0

ajyn−j + h

q∑
i=−s

bif(tn−i, yn−i), (2)

де aj, j=0, p, bi, i=−s, p – невiдомi коефiцiєнти. Для знаходження коефiцiєн-
тiв aj i bi задачу (1) замiнюють еквiвалентним iнтегральним спiввiдношенням,
а пiдiнтегральну функцiю – iнтерполяцiйним полiномом. Однак, для одержа-
ння широкого спектру формул лiнiйних багатокрокових методiв такий пiдхiд
є досить трудомiсткий.

Нами запропоновано пiдхiд до побудови систем лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь для знаходження невiдомих коефiцiєнтiв, який дає можливiсть отрима-
ти широкий набiр методiв довiльного порядку як явного, так i неявного типу.
Для побудови таких систем формулу (2) подаємо у виглядi

j2∑
j=j1

ajyn−j + hb−1y
′
n+1 = h

q∑
j=0

bjy
′
n−i = yn+1. (3)

Для всiх лiнiйних методiв пропонується формувати систему рiвнянь Cx=d,
де матриця C утворюється з матрицi A, вектора стовпця b i матрицi B, що
вiдповiдають доданкам лiвої частини системи (3), а вектор стовпець d вiдпо-
вiдає правiй частинi (3). Компоненти A, b,B, d i C формуються автоматично.
За допомогою вектора x одержуються формули вiдповiдного багатокрокового
методу.
Для прикладу наведемо форму одержання неявної формули Адамса-Мултона
другого порядку, реалiзовану засобами пакету Mathcad: j1 := 0 j2 := 0
s :=1 q :=1 (k A b B C d x) :=JNBM(j1, j2, s, q) k=2

A=

1
1
1

 b=

 0
−1
0

B=

 1
−1
2

C=

1 0 0
1 −1 −1
1 0 −2

 d=

1
0
0

x=

 1
1/2
1/2


yn+1 = yn + h

2 · (fn+1 − fn), де JNBM – створена в Mathcad функцiя.
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ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ ВИРОДЖЕНОЇ СИСТЕМИ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З IМПУЛЬСНОЮ

ДIЄЮ В ФIКСОВАНI МОМЕНТИ ЧАСУ
Король Ю. Ю.

korol_yura@ukr.net
Ужгородський нацiональний унiверситет, Україна

Розглянемо вироджену iмпульсну систему, визначену на прямому добутку
тора та евклiдового простору, яка зведена до центральної канонiчної форми

dϕ

dt
= a(t, ϕ),

[
En−s 0

0 I

]
dx

dt
=

[
M(t, ϕ) 0

0 Es

]
x+ f(t, ϕ), (1)

∆x1|t=τi = Bi(ϕ)x1 + bi (2)

де x ∈ Rn, x = col(x1, x2), де x1(t, ϕ), x2(t, ϕ)− вiдповiдно n −
s та s−вимiрнi вектор-функцiї, ϕ ∈ Tm,Tm − m−вимiрний тор,
f(t, ϕ) = col(f1(t, ϕ), f2(t, ϕ)); a(t, ϕ), f(t, ϕ),M(t, ϕ)− неперервнi(кусково-
неперервнi з розривами першого роду при t = τi) по t, неперервнi i
2π−перiодичнi по ϕv, v = 1, ...,m, обмеженi при всiх t ∈ R векторнi i ма-
трична функцiї вiдповiдно, f2(t, ϕ) ∈ Cl−1(Tm), функцiя a(t, ϕ) задовольняє
умову Лiпшиця по ϕ ∈ Tm,En−s, Es− одиничнi матрицi n− s та s−го поряд-
ку вiдповiдно, I− квазiдiагональна матриця, Bi(ϕ) i bi− рiвномiрно обмеженi
по i матрицi i сталi вектори вiдповiдно, det(E + Bi(ϕ)) 6= 0 для будь-якого
ϕ ∈ Tm.

У припущеннi, що однорiдна невироджена iмпульсна система
експоненцiально-дихотомiчна на всiй дiйснiй осi, отримано єдиний обмежений
на всiй дiйснiй осi розв’язок системи (1), (2), який має вигляд

x(t, ϕ) =

=



+∞∫
−∞

G(t, s, ϕt(τ, ϕ))f1(s, ϕs(t, ϕt(τ, ϕ)))ds+

+
∑

−∞≤τi≤+∞
G(t, τi, ϕτi(τ, ϕ))bi

−
l−1∑
k=0

∑
i1+...+im=k

Ik ∂kf2(t,ϕ)

∂ϕ
i1
1 ...∂ϕ

im
m
ai11 (t, ϕ)...aimm (t, ϕ)
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МОДЕЛЬ ФIНАНСОВОГО РИНКУ, ЗАДАНА
ЛIНIЙНИМ СТОХАСТИЧНИМ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИМ РIВНЯННЯМ ЗI
СТОХАСТИЧНИМ КОЕФIЦIЄНТОМ ДИФУЗIЇ

Кучук-Яценко С. В., Мiшура Ю. С., Мунчак Є. Ю.

kuchuk.iatsenko@gmail.com, myus@univ.kiev.ua,
yevheniamunchak@gmail.com

Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна

Розглядаються двi моделi фiнансових ринкiв зi стохастичною волатильнi-
стю, яка задається функцiоналом вiд процесу Орнштейна-Уленбека або про-
цесу Кокса–Iнгерсолла–Росса.

У рамках першої моделi ринок описується парою стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь, з яких перше є лiнiйним вiдносно цiни акцiї, а друге –
рiвнянням Ланжевена:

dSt = µStdt+ σ(Yt)StdWt, dYt = −αYtdt+ kdW̃t.

Друга модель є моделлю Хестона, яка задається наступною парою стохасти-
чних диференцiальних рiвнянь:

dSt = µStdt+
√
ZtStdWt, dZt = (b− Zt)dt+ k

√
ZtdW̃t.

Дослiджуються питання безарбiтражностi та точного обчислення цiни Євро-
пейського опцiона купiвлi (див. [1]). Iз застосуванням методiв числення Мал-
лявена (див. [2]) встановлено вигляд функцiї щiльностi випадкової величини,
яка виражає середнє значення волатильностi протягом часу до виконання
опцiона. Отриманий результат дозволяє обчислити цiну опцiона за мiнiмаль-
ною мартингальною мiрою у випадку, коли вiнерiвський процес, що породжує
еволюцiю цiни активу та вiнерiвський процес, який задає волатильнiсть, є не-
залежними. Автори висловлюють подяку Кулику О.М. за вагомий внесок у
дослiдження.

1. Kuchuk-Iatsenko S. and Mishura Y.: Pricing the European call option in the
model with stochastic volatility driven by Ornstein-Uhlenbeck process. Exact
formulas, Modern Stoch. Theory Appl., 2015, 2(3), 233-249.

2. Nualart D.: The Malliavin Calculus and Related Topics, Probability and Its
Applications, Second edition, Springer-Verlag Berlin, 2006.
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МЕТОД ВИЗНАЧЕННЯ ТЕРМОПРУЖНОГО СТАНУ
БАГАТОШАРОВИХ ЦИЛIНДРИЧНИХ

КОНСТРУКЦIЙ ЗА ВИСОКОТЕМПЕРАТУРНОГО
НАГРIВАННЯ

Кушнiр Р. М., Попович В. С.

dyrector@iapmm.lviv.ua
IППММ iм. Пiдстригача НАН України, м. Львiв

Характерною особливiстю розвитку сучасної ракетної, авiацiйної та iншої
технiки є застосування нових конструкцiйних матерiалiв на замiну традицiй-
ним, зокрема шаруватих. В основi розрахункiв на мiцнiсть i надiйнiсть таких
конструкцiй за дiї на них iнтенсивних експлуатацiйних температурних i си-
лових факторiв лежать знання про їх термопружний стан. Для адекватного
визначення компонент термопружного стану за їх експлуатацiї в умовах висо-
ких температур слiд виходити iз моделi термочутливого тiла, в якiй врахову-
ється залежнiсть теплових та механiчних характеристик, а також параметрiв
теплообмiну вiд температури. Достовiрне визначення компонент термопру-
жного стану багатошарових конструкцiй, якi працюють в умовах високих
температур, спричинених внутрiшнiми тепловидiленнями та складним тепло-
обмiном з довкiллям за одночасного силового навантаження пов’язане з побу-
довою адекватних математичних моделей та розробкою ефективних методiв
побудови їх розв’язкiв. Цi моделi для визначення розподiлiв температури є не-
лiнiйними задачами теплопровiдностi, для побудови розв’язкiв яких класичнi
методи математичної фiзики є малопридатнi. Вiдповiднi моделi для визначе-
ння компонент термопружного стану є крайовими задачами для рiвнянь в
звичайних чи частинних похiдних зi змiнними коефiцiєнтами, побудова зру-
чних для числового аналiзу аналiтичних розв’язкiв має практичний iнтерес.
З цiєю метою розроблено метод визначення напружено-деформованого стану
багатошарових цилiндричних конструкцiй при їх експлуатацiї в умовах ви-
соких температур, який передбачає методику побудови розв’язку нелiнiйної
задачi теплопровiдностi та отриманi аналiтичнi формули для обчислення ком-
понент напружено-деформованого стану, якi мiстять вирази для розподiлiв
температури та масових сил у шарах цилiндра, їх товщин та функцiональних
залежностей механiчних характеристик вiд температури.
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ПРО IСНУВАННЯ АНАЛIТИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
ДЕЯКИХ СИСТЕМ ЗВИЧАЙНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ, ЯКI ЧАСТКОВО
РОЗВ’ЯЗАНI ВIДНОСНО ПОХIДНИХ

Лiманська Д. Є., Самкова Г. Є.

liman.diana@gmail.com, samkovagalina@i.ua
Одеський Нацiональний Унiверситет iм.I.I.Мечникова, Україна

Розглядається система диференцiальних рiвнянь вигляду:

A(z)Y ′ = B(z)Y + f(z, Y, Y ′), (1)

де A,B : D1 → Cp×n, D1 = {z : |z| < R1, R1 > 0} ⊂ C, A(z), B(z)− аналi-
тичнi матрицi в областi D1, пучок матриць A(z)λ−B(z) є сингулярним при
z → 0, функцiя f : D1×G1×G2 → Cp, Gk ⊂ Cn, 0 ∈ Gk, k = 1, 2, f(z, Y, Y ′) є
аналiтичною в D10×G10×G20, D10 = D1\{0}, Gk0 = Gk \{0}, k = 1, 2. Вивча-
ються питання iснування аналiтичних розв’язкiв системи (1) у припущеннях,
що p < n та rangA(z) = p при z ∈ D1.

Для додаткових функцiй Y = col(Y1 Y2), Y1 : D1 → Cp, Y2 : D1 → Cn−p

наведено перетворення системи (1) до системи

Y
′

1 = P (z)Y + F
(
z, Y1, Y2, Y

′

1 , Y
′

2

)
, (2)

де P : D1 → Cp×p, P (z)− аналiтична матриця в областi D1,
F : D10 × G110 × G120 × G210 × G220 → Cp, G1j × G2j = Gj, Gj1 ∈ Cp,
Gj2 ∈ Cn−p, Gjk0 = Gjk \ {0}, j, k = 1, 2, F (z, Y1, Y2, Y

′
1 , Y

′
2)−

аналитична вектор-функцiя в областi D10 ×G110 ×G120 ×G210 ×G220.
Вивчаються розв’язки системи (2), якi задовольняють умовам

Y
(k)

1 (z)→ 0 при z → 0, z ∈ D10, k = 0; 1. (3)

Задача (2)-(3) дослiджується у двух випадках, коли функцiя Y2 має у то-
чцi z = 0 усувну особливу точку або полюс порядку r. У кожному з випадкiв
знайденi достатнi умови, коли задача Коши (2)-(3) має хоча б один аналi-
тичний роз’язок у пiдобластi областi D10. Вiдповiдно система (1) має хоча б
один аналiтичний розв’язок в оболастi з точкою z = 0 на межi.

1. Лiманска Д. Є., Самкова Г. Є. Про поведiнку розв’язкiв деяких систем
диференцiальних рiвнянь, якi частково розв’язанi вiдносно похiдних. ВIС-
НИК ОНУ, 2014, Одеса.
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ПРО НЕПЕРЕРВНУ ЗАЛЕЖНIСТЬ ВIД
ПАРАМЕТРА ПЕРIОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ

СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ З
IМПУЛЬСАМИ

Лiсовська В. П.

v.lisovskaya@i.ua
ДВНЗ «Київський нацiональний економiчний унiверситет», Україна

Вiдомо багато публiкацiй про системи диференцiальних рiвнянь з iмпуль-
сною дiєю, присвячених дослiдженню асимптотичних властивостей розв’яз-
кiв, питанням обмеженостi та асимптотичної стiйкостi розв’язкiв та iншим
питанням теорiї диференцiальних рiвнянь. Першими звернули увагу на необ-
хiднiсть побудови математичної теорiї диференцiальних рiвнянь з iмпульсною
дiєю А.Д. Мишкiс та А.М. Самойленко.

Теорiя диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю досягла значного роз-
витку в останнi десятилiття. Систематичне викладення цiєї теорiї зроблено
в монографiї [1]. Найбiльш значний вклад в дослiдження iмпульсних систем
зроблено вiдомими вченими київської школи нелiнiйної механiки Ю.О. Ми-
тропольським, А.М. Самойленко, М.О. Перестюком та їхнiми учнями.

Разом з тим, вiдомо багато задач теорiї i практики, математичною мо-
деллю яких є так званi сингулярно збуренi iмпульснi системи. Вiдомi задачi,
розв’язання яких зводиться до дослiдження перiодичних розв’язкiв сингуляр-
но збурених систем диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю. В макро-
економiцi, зокрема, системою з iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу є
замкнена динамiчна модель Леонтьєва.

Ця робота присвячена дослiдженню питання iснування, побудови перiо-
дичного розв’язку сингулярно збуреної iмпульсної системи{

εdxdt = A(t)x+ f(t, x, y, ε), dydt = B(t)y + C(t)x+ g(t, x, y), t 6= ti,
∆x |t=ti= εMix+ I(x, y, ε),∆y |t=ti= Kiy +Gi(x, y, ε),

дослiдженню залежностi таких розв’язкiв вiд параметра ε, а також визначен-
ню граничних властивостей цих розв’язкiв при ε→ 0.

1. Самойленко А.М., Перестюк Н.А., Дифференциальные уравнения с им-
пульсным воздействием. – К.: Вища школа, 1987. – 288с.
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ПРО НАБЛИЖЕНИЙ СИНТЕЗ КЕРУВАННЯ З
ДВОМА ТОЧКАМИ ПЕРЕКЛЮЧЕННЯ ДЛЯ

ПАРАБОЛIЧНОГО ПРОЦЕСУ
Ловейкiн Ю. В., Сукретна А. В.

yuriyl@ua.fm, sukretna@gmail.com
Київський нацiональнiй унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна

Розглядається задача оптимального керування з напiввизначеним крите-
рiєм якостi для процесу, що описується крайовою задачею для параболiчного
рiвняння зi швидко осцилюючими коефiцiєнтами.

Нехай Ω ⊂ Rn – обмежена область з гладкою межею i для ε ∈ (0, 1)
керований процес в цилiндрi Q̄T = [0, T ]× Ω̄ описується крайовою задачею yεt (x, t) = Aε(yε(x, t)) + gε(x)v(t), (t, x) ∈ QT ,

yε(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ],
yε(x, 0) = yε0(x), x ∈ Ω̄;

(1)

де Aε := div(aε
−→
∇), aε(x) = ((aεij(x)))ni,j=1 вимiрна симетрична матриця, що

задовольняє умови рiвномiрної елiптичностi та обмеженостi, gε, yε0 ∈ L2(Ω), ε
– малий параметр.

На керування накладено обмеження

v(·) ∈ U = {v ∈ L2(0, T ) : |v(t)| ≤ ξ майже скрiзь на [0;T ]}. (2)

Задача оптимального керування полягає в тому, щоб на розв’язках (1) при
v(·) ∈ U мiнiмiзувати напiввизначений критерiй якостi

Jε(v) =
(∫

Ω q(x)yε(x, T )dx
)2

+ γ
∫ T

0 v2(t)dt, (3)

де q ∈ L2(Ω), γ > 0.
У випадку, коли оптимальне керування має двi точки переключення при

виходi на обмеження знизу та зверху, побудовано оптимальне програмне ке-
рування та оптимальне керування у формi зворотного зв’язку. Крiм того,
оскiльки отриманий оптимальний синтез не є зручним з точки зору практи-
чного використання (задається за допомогою нескiнченних рядiв та нерегу-
лярно залежить вiд малого параметру), запропоновано та обґрунтовано закон
наближеного усередненого синтезу, що має необхiднi екстремальнi властивос-
тi.
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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ РIВНЯННЯ З
ДРОБОВОЮ ПОХIДНОЮ ТА УЗАГАЛЬНЕНИМИ

ФУНКЦIЯМИ
Лопушанська Г. П., Рапiта В. Р.

lhp@ukr.net,vrapita@gmail.com
Львiвський нвцiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна

Вивчаємо обернену задачу

u
(β)
t − uxx − b(t)u = g(t)F0(x), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (1)

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ [0, T ], (2)

u(x, 0) = F1(x), ut(x, 0) = F2(x), x ∈ (0, l), (3)

(u(·, t), ϕ0(·)) = F (t), t ∈ [0, T ] (4)

для рiвняння з дробовою похiдною Рiмана – Лiувiлля

v
(β)
t (x, t) = f−β(t) ∗ v(x, t)

порядку β ∈ (0, 2), де fλ(t) = θ(t)tλ−1

Γ(λ) для λ > 0 i fλ(t) = f ′1+λ(t) для λ ≤ 0,
Γ(z) – гама-функцiя, θ(t) – функцiя Хевiсайда, F0, F1, F2 – заданi узагальненi
функцiї, g, F – заданi неперервнi функцiї, (u(·, t), ϕ0(·)) – значення невiдомої
узагальненої функцiї u на заданiй основнiй функцiї ϕ0 для кожного t ∈ [0, T ].
Друга з умов (3) вiдсутня у випадку β ∈ (0, 1].

Нехай D(Q̄) = {v ∈ C∞(Q̄) : ( ∂∂t)
kv|t=T = 0, k ∈ Z+}, D[0, l] = C∞[0, l],

D(0, l) = C∞(0, l), штрихами позначаємо простори лiнiйних неперервних
функцiоналiв (узагальнених функцiй) на вiдповiдних просторах основних
функцiй,

D′C(Q̄) = {v ∈ D′(Q̄) : (v(·, t), ϕ(·)) ∈ C[0, T ] ∀ϕ ∈ D[0, l]}.
Застосовуючи метод функцiї Грiна, за припущень

g ∈ C[0, T ], Fj ∈ D′[0, l], j = 0, 1, 2,
F, F (β) ∈ C[0, T ], F (t) 6= 0, t ∈ [0, T ], ϕ0 ∈ D(0, l)

та умов узгодження даних
(F1, ϕ0) = F (0), (F2, ϕ0) = F ′(0)

доводимо iснування розв’язку (u, b) ∈ D′C(Q̄) × C[0, T ] задачi (1)-(4). Для
єдиностi її розв’язку достатньо, щоб F (t) 6= 0, t ∈ [0, T ].
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РЕГУЛЯРНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ
РIВНЯННЯ З ДРОБОВОЮ ПОХIДНОЮ

Лопушанський А. О.

alopushanskyj@gmail.com
Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. Василя Стефаника,

Україна

Серед достатнiх умов на праву частину параболiчного рiвняння, що забез-
печують класичну розв’язнiсть абстрактної задачi Кошi, вiдзначимо резуль-
тат Да Прато i Грiсварда: права частина має значення в промiжних просторах
iнтерполяцiйних неперервних шкал. Цей результат поширюємо на випадок
комплексних iнтерполяцiйних шкал та рiвняння з дробовою похiдною.

Нехай задана пара банахових просторiв (V0, ‖ · ‖0) та (V1, ‖ · ‖1) над C
з неперервним та щiльним вкладенням E10 : V1 # V0. Зафiксуємо кут
ω0 ∈ (π/2, π) i спiвставимо йому в площинi C замкнений сектор з виколо-
тою точкою {0} i його замикання, вiдповiдно Λ0 =

⋃
{lω : ω ∈ [−ω0, ω0]} i

Λ = Λ0

⋃
{0}, де lω =

{
reiω : r > 0

}
— промiнь з кутом ω ∈ [0, 2π]. Нехай

A =
{
A ∈ L(V1;V0) : supλ∈Λ

∥∥(λE10 − A)−1
∥∥
L(V0;V1)

= K(A) <∞
}
.

Кожен з операторiв A ∈ A генерує аналiтичну пiвгрупу в просторi V0 i
має вiд’ємний тип.

Зафiксуємо оператор J ∈ A. Через Vϑ := D
[
(−J)ϑ

]
позначимо область

визначення оберненого до (−J)−ϑ оператора (−J)ϑ iз нормою графiка
‖x‖Vϑ :=

∥∥(−J)ϑx
∥∥
V0
. Тодi Vϑ — промiжний простiр для iнтерполяцiйної пари

{V0;V1}, породжений методом комплексної iнтерполяцiї.
Нехай fλ(t) = θ(t)tλ−1

Γ(λ) при λ > 0, fλ(t) = f ′1+λ(t) при
λ ≤ 0, де Θ(t) – одинична функцiя Хевiсайда, Γ(λ) – Гамма-функцiя,
Dβ
t g := d

dt(f1−β ∗ g)(t)− f1−β(t)g(0) – похiдна Капуто (регуляризована дробо-
ва похiдна) порядку β ∈ (0, 1) функцiї g(t),

Cβ,η := {v ∈ C
(
[0, T ];V1+η

)
: ∃ Dβ

t v ∈ C
(
(0, T ];Vη

)
}.

Доводимо, що при A ∈ A, β, θ ∈ (0, 1], η ∈ [0, θ), f ∈ C
(
[0, T ];Vθ

)
, h ∈ Vθ

iснує єдиний розв’язок u ∈ Cβ,η задачi

Dβ
t u = Au(t) + (f1−β ∗ f)(t), t ∈ [0, T ], u(0) = h.
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ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ
З ОПЕРАТОРОМ ЕЙЛЕРА

Лучко В. С., Лучко В. М.

vsluchko@gmail.com, vmluchko@gmail.com
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Україна

В областi Q = (0, T )× (0,∞) розглянемо задачу Кошi

∂u(t, x)

∂t
= A2x

2∂
2u(t, x)

∂x2
+ A1x

∂u(t, x)

∂x
+ A0u(t, x) + f(t, x), (1)

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), (2)

тут функцiї ϕ(x) та f(t, x) вiдомi, якi апрiорi допускають перетворення Фур’є,
Aj = const, j = 1, 2, 3.

Теорема. Нехай рiвняння (1) параболiчне, тобто A2 > 0 та виконують-
ся умови:

а) якщо початкова функцiя неперервна i обмежена ϕ ∈ C(0,∞), неодно-
рiднiсть рiвняння задовольняє рiвномiрну умову Гельдера

|f(t, β)− f(t, τ)| ≤ L0|β − τ |α|f |α, 0 < α ≤ 1, (3)

то розв’язок задачi (1)–(2) в областi Q подається формулою

u(t, x) =

+∞∫
0

G(t, lnx− ln η)ϕ(η)
1

η
dη+

+

t∫
0

dτ

+∞∫
0

G(t− τ, lnx− ln η)f(τ, η)
1

η
dη, (4)

де

G

(
t, ln

x

η

)
=

1√
4A2πt

eA0t exp


(

ln x
η + (A1 − A2)t

)2

4A2t


i для його похiдних правильнi оцiнки∣∣∣|x|mt |m|2 D|m|x u(t, x)

∣∣∣ ≤ c
(
|ϕ|C + xαt

α+m
2 |f |α

)
, m = 1, 2;

б) якщо початкова функцiя задовольняє рiвномiрну умову Гельдера

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ L1|x− y|α|ϕ|α, 0 < α ≤ 1,
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неоднорiднiсть рiвняння задовольняє рiвномiрну умову Гельдера (3), то
розв’язок задачi (1)–(2) подається формулою (4) в областi Q i для його по-
хiдних правильнi оцiнки∣∣∣|x|m−αt |m|−α2 D|m|x u(t, x)

∣∣∣ ≤ c
(
|ϕ|α + t

m
2 |f |α

)
, m = 1, 2;

в) якщо початкова функцiя задовольняє нерiвнiсть

|ϕ(x)| ≤ ea ln2 x|ϕ|α,

при x → ∞, a – деяка додатна константа, неоднорiднiсть рiвняння задо-
вольняє нерiвномiрну умову Гельдера

|f(t, β)− f(t, η)| ≤ L0|β − η|α|f |α
[
ek(t) ln2 β + ek(t) ln2 η

]
, 0 < α ≤ 1,

де k(t) = a(c−ε)
c−at , то розв’язок задачi (1),(2) подається формулою (4) в облас-

тi Q = (0, t1)× (0,∞), де t1 = c
a i для похiдних розв’язку правильнi оцiнки∣∣∣|x|mD|m|x u(t, x)

∣∣∣ ≤ cek(t) ln2 x

(
t−
|m|
2

1√
c− at

|ϕ|α + xαt
α
2 |f |α

)
,

m = 1, 2.

1. I. Dimovski A transform approach to operational calculus for the general
Bessel-type differential operator. C.R. Acad. Bulgare Sci. 27, No 2 (1974), 155-
158.

2. I. Dimovski, V.Hristov, M.Sifi Mean-periodic solutions of Euler differential
equations. In: Proc. 16-th Colloq. of Tunisian Math. Soc., Sousse, March 2008.
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УМОВИ IСНУВАННЯ ТА ЄДИНОСТI
ЛОКАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ

НЕЛIНIЙНОГО РIВНЯННЯ КЛЕЙТОНА–ГОРДОНА
Макаров В. Л., Сембер Д. А.

makarov@imath.kiev.ua, semberdmytro@gmail.com
Iнститут математики НАН України, м. Київ, Україна

Доведено теорему про iснування та єдинiсть локального розв’язку наступ-
ної задачi Кошi для нелiнiйного рiвняння Клейна–Гордона

∂2u(x, y)

∂y2
− ∂2u(x, y)

∂x2
− N(u(x, y)) = f(x, y),

u(x, 0) = φ(x), u′y(x, y)|y=0 = ψ(x),

(x, y) ∈ Ω, Ω =
{

(x, y)|−∞ < x < +∞, y > 0
}
, яка зведена до еквiвалентного

iнтегрального рiвняння:

u(x, y) = u1(x, y) +
1

2

y∫
0

x+(y−η)∫
x−(y−η)

N(u(ξ, η))dξdη, (1)

де u1(x, y) = 1
2

(
φ(x+ y) + φ(x− y)

)
+ 1

2

x+y∫
x−y

ψ(ξ)dξ + 1
2

y∫
0

x+(y−η)∫
x−(y−η)

f(ξ, η)dξdη.

Теорема. Нехай функцiя N(u) задовольняє умовам

N(u) ∈ C1(R1), N(u) ≥ 0, ∀u, N(u)− N(v) ≥ 0, u ≥ v,

i, крiм того, нехай φ(x) ∈ C2(R1), ψ(x) ∈ C1(R1), f(x, y) ∈ Ωy∗,
‖u1‖0,∞,Ωy∗ = max

(x,y)∈Ωy∗
|u1(x, y)| = κ <∞. Тодi iнтегральне рiвняння (1) має

розв’язок в областi Ωy∗ = {(x, y) : x ∈ R1, y ∈ [0, y∗]}, де y∗ – верхня
границя областi визначення функцiї F (y) = G−1

(
G(κ) + y2

2

)
, яка мiстить

функцiю G(u) =

u∫
u0

dt

N(t)
, u ≥ 0, u0 > 0.

Якщо додатково виконується умова
∣∣N(u) − N(v)

∣∣ ≤ ω1

(
|u − v|

)
, де ω1(u)

невiд’ємна, неспадна, неперервна функцiя для u ≥ 0, то розв’язок iнтеграль-
ного рiвняння (1) буде єдиним.
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РОЗРИВНI ЦИКЛИ ОДНIЄЇ IМПУЛЬСНОЇ
СИСТЕМИ

Мамса К. Ю., Перестюк Ю. М.

ekaterinamamsa@gmail.com, Perestyuk@gmail.com
Нацiональний технiчний унiверситет України

«Київський полiтехнiчний iнститут»,
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Розглядається осцилятор пiд дiєю iмпульсної сили
ẍ+ δẋ+ ω2x = εf(x, ẋ), ẋ 6= 0,
∆ẋ|ẋ=0 = αx, α < 0.
В лiнiйному випадку (коли ε = 0) при певному значеннi коефiцiєнта

α = α∗ всi розв’язки такого рiвняння є перiодичними, а траекторiєю кожного
з них є двоiмпульсний розривний цикл.

Запровадивши змiннi (a, ϕ) за формулами

x = acosϕ, ẋ = a(−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ),

Ω2 = ω2 − δ2

4
,

дiстаємо систему рiвнянь
da
dt = −δ

2a+ ε
Ωf(acosϕ, a(−δ

2cosϕ+ Ωsinϕ))sinϕ,

tgϕ 6= δ
2Ω

dϕ
dt = −Ω + ε

aΩf(acosϕ, a(−δ
2cosϕ+ Ωsinϕ))cosϕ

a+|tg δ
2Ω

= acosϕ0

cosϕ∗ ,

ϕ+|tgϕ= δ
2Ω

= ϕ+ ϕ∗ − ϕ0

де ϕ0 = arctg δ
2Ω , ϕ∗ = arctg

α∗+ δ
2

Ω
Для цiєї системи встановленi достатнi умови на функцiю f(x, ẋ), що за-

безпечують при малих значеннях параметра ε iснування в нiй єдиного асимп-
тотично стiйкого двоiмпульсниго розривного циклу.

1. Боголюбов Н.Н., Митропольский Ю.А. Асимптотические методы в тео-
рии нелинейных колебаний. - М., Наука, 1974. -502с.

2. Samoilenko A.M., Perestyuk N.A. Impulsive Differential Equations. - world
Scientific, Singapore, 1995.

3. Yu. Perestyuk Discontinuous oscillations in one impulsive system, Journal of
Mathematical Sciences, vol. 194, no. 4, 2013.
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ДОСЛIДЖЕННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ
РIВНЯНЬ В ЧАСТИННИХ ПОХIДНИХ В

ОБЛАСТЯХ IЗ СКЛАДНОЮ СТРУКТУРОЮ КРАЮ
Маринець В. В., Питьовка О. Ю.

vasyl-marynets@rambler.ru, oxana_pityovka@bigmir.net
Ужгородський нацiональний унiверситет,

Мукачiвський державний унiверситет, Україна

Розглядається один пiдхiд дослiдження крайових задач для рiв-
нянь в частинних похiдних гiперболiчного типу в областях iз скла-
дною структурою краю, а саме дослiджується задача: в просторi
функцiй C(1.1)(D) ∩ C(D), де D = D1 ∪ D2 ∪ D3, D1 = {(x, y) |
x ∈ [x0, x1], y ∈ (y0, y1]} , D2 = {(x, y) |x ∈ [x0, x1], y ∈ (y1, g1(x))},
D3 = {(x, y) |x ∈ (x1, x2], y ∈ (g2(x), y1]} , а x0 < x1 < x2, y0 < y1 < y2,
y = gr(x) (x = kr(y)), x ∈ [xr−1, xr], r = 1, 2 — ”вiльнi кривi”, gr(x) > 0,
g1(xr−1) = yr, g2(xr) = yr−1, знайти розв’язок системи диференцiальних
рiвнянь

D(1.1)U(x, y) + A1(x, y)Ux(x, y) + A1(x, y)Uy(x, y) =
= f(x, y, U(x, y)) := f [U(x, y)],

(1)

U(x, y) := (ui(x, y)), f [U(x, y)] := (fi[U(x, y)]), i = 1, n — вектор–функцiї,
Ar(x, y) := (δi,ja

(r)
i,j (x, y)), r = 1, 2, j = 1, n функцiональнi матрицi, δi,j —

символ Кронекера, який задовольняє крайовi умови

U(x0, y) = Ψ(y), Ψ(y) ∈ C1[y0, y1], Ψ(y0) = Φ(x0),
U(x, y0) = Φ(x), Φ(x) ∈ C1[x0, x1], U(x, gr(x)) = Ωr(x),

x ∈ [xr−1, xr], Ωr(x) ∈ C1[xr−1, xr], r = 1, 2,
Ω1(x0) = Ψ(y1), Ω2(x1) = Φ(x1),

(2)

де Ψ(y) := (ψi(y)), Φ(x) := (ϕi(x)), Ωr(x) := (ωi,r(x)), i = 1, n, r = 1, 2 —
заданi неперервно диференцiйованi вектор-функцiї.

При умовi, що A1(x, y) ∈ C(D) ∩ C(1.0)(D1 ∪ D3),
A2(x, y) ∈ C(D) ∩ C(0.1)(D1 ∪D2), F [U(x, y)] ∈ C∗1(B),
F [U(x, y)] := f [U(x, y)] + [A2y(x, y) + A1(x, y)A2(x, y)]U(x, y), f : B → Rn,
B ⊂ Rn+2, B1 ⊂ R2(n+1), PrxOyB1 = D, будується одна модифiкацiя дво-
стороннього методу дослiдження крайової задачi (1)—(2), встановлюються
достатнi умови iснування та єдиностi її розв’язку, його регулярностi або iрре-
гулярностi, одержано апостерiорну оцiнку похибки знайденого наближеного
розв’язку.
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ПОЧАТКОВО-IНТЕГРАЛЬНА ЗАДАЧА ДЛЯ
ЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ IЗ ЧАСТИННИМИ

ПОХIДНИМИ
Медвiдь О. М., Симотюк М. М.

medvid@ukr.net, quaternion@ukr.net
Iнститут прикладних проблем механiки i математики
iм. Я. С. Пiдстригача НАН України, Львiв, Україна

Позначимо: Ωp – p-вимiрний тор (R/2πZ)p; x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp;
k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, |k| = |k1| + . . . + |kp|; (k, x) = k1x1 + . . . + kpxp;
Dx = D

(
−i∂x1

, . . . ,−i∂xp
)
; W γ

α,β (α, β ∈ R, γ > 0) — простiр, отриманий
в результатi поповнення простору скiнченних тригонометричних полiномiв
ϕ(x) =

∑
ϕk exp(ik, x) за нормою

‖ϕ(x);W γ
α,β‖ =

(
D
∑
|k|≥0

|ϕk|2(1 + |k|)2α exp(2β|k|γ)
)1/2

.

Розглянемо задачу

∂nu(t, x)

∂tn
+D

n−1∑
j=0

Aj(Dx)
∂ju(t, x)

∂tj
= 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ωp, (1)

∂ju

∂tj

∣∣∣∣
t=0

= ϕj(x), j = 1, l,

∫ t1

0

tj−1u(t, x)dt = ϕl+j(x), j = 1, r, (2)

де l + r = n, 0 < t1 ≤ T , Aj(ξ), j = 0, n− 1, — многочлени з комплексними
коефiцiєнтами.

Встановлено умови коректної ров’язностi задачi (1), (2) у просторах
Cn([0, T ];W γ

α,β), α, β ∈ R, γ > 0. За допомогою метричного пiдходу [1, 2]
доведено, що цi умови виконуються для майже всiх (стосовно фрактальних
мiр Гаусдорфа) чисел t1 ∈ (0, T ].

1. Пташник Б.Й., Iлькiв В.С., Кмiть I.Я., Полiщук В.М. Нелокальнi кра-
йовi задачi для рiвнянь iз частинними похiдними. – К.: Наук. думка, 2002.
– 416 с.

2. Rogers C.A. Hausdorff measures. – Cambridge: Cambridge University Press,
1970. – 179 p.
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СПЕКТРАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI ОПЕРАТОРА
ШРЕДIНГЕРА З БЕЗВIДБИВНИМ ПОТЕНЦIАЛОМ

Мельник Б. О., Микитюк Я. В.

bohdmelnyk@gmail.com
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна

В доповiдi розглядається самоспряжений оператор Шредiнгера, що дiє у
просторi L2(R) за формулою

Tq = − d2

dx2
+ q, (1)

у якiй q є безвiдбивним потенцiалом спецiальної конструкцiї. Цей потенцiал q
ми будуємо наступним чином. НехайH – сепарабельний нескiнченновимiрний
гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (· | ·) i нормою ‖ · ‖, а B := B(H)–
множина всiх неперервних самоспряжених операторiв, якi дiють з H в H.
Позначимо через K ∈ B – додатний оператор з простим спектром. Нехай ρ
циклiчний вектор оператораK, який належить областi визначення оператора
K−1/2. Можна довести, що тодi iснує єдиний додатний оператор G ∈ B, для
якого

KG+GK = (· | ρ)ρ.

Покладемо за означенням G(x) := e−xKGe−xK , де x ∈ R. Позначимо че-
рез A ∈ B додатнiй оператор, що комутує з K i задамо B-значну функцiю
S(x) = [(A2 +G(x))−1/2A]2. Функцiя S(x) допускає аналiтичне продовження
в смугу

Π := {z = x+ iy | x, y ∈ R, |y| < π
2‖K‖}.

Як наслiдок числова функцiя R 3 x 7→ (S ′(x)ρ | ρ) має лише iзольованi нулi
на дiйснiй осi. Отже, формула

q(x) := −4
‖S ′(x)ρ‖2

(S ′(x)ρ | ρ)
(2)

задає функцiю q майже скрiзь на дiйснiй осi.

Теорема. Нехай T0 – незбурений оператор Шредiнгера. Тодi Формула (2)
задає безвiдбивний потенцiал q, який допускає аналiтичне продовження в
смугу Π. Бiльше того, оператор Tq унiтарно еквiвалентний прямiй сумi
T0 ⊕ (−K2) i |q(x)| ≤ 2‖K‖.
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НЕЛIНIЙНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Ментинський С. М., Пелех Я. М.

serge.mentynsky@i.ua, Pelekh_Ya_M@ukr.net
Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”, Україна

Розглянемо на вiдрiзку IL : [x0, x0 + L] задачу Кошi для нелiнiйного
iнтегро-диференцiального рiвняння

u′ (x) = F

x, u (x) ,

x∫
x0

g [x, s, u (s)] ds

 , (1)

u (x0) = u0, x ∈ [x0, x0 + L] . (2)

Припустимо, що розв’язок (1), (2) iснує i єдиний, а функцiї F i
g володiють необхiдною гладкiстю. Подiлимо вiдрiзок на N частин
σh = {x0 < x1 < ... < xN−1 < xN = x0 + L} з кроком h = xi+1 − xi,
i = 0, N − 1. Наближений розв’язок задачi (??), (??) в точцi x1 = x0 + h
шукаємо у виглядi ланцюгового дробу:

u
[k,l]
1 =

P[k,l]

Q[k,l]
=

c0

k−1∑
i=0

di,0 +
dk,0

1+
dk,1

1+
. . .

+dk,l

, (3)

При k + l = 2, (k = 1, 2; l = 0, 1) :

c0 = u0, d1,0 = −δ1
c0
, d1,1 = δ2

1−c0δ2
δ1c0

, d2,0 = δ2
1−c0δ2
c20

,

δ1 = a11hk1, δ2 = h (a21k1 + a22k2) ,
k1 = F [x0 + α1h1, u0, 0] , k2 = F [x0 + α2h, x0 + β21hk1, γ21K1] ,
K1 = hg [x0 + αh, x0 + βh, u0 + γhk1] ,
де a11, a21, a22, α, α1, α2, β, β21, γ- параметри.

Теорема. Якщо α1 = 0, α2 = 2
3 , β21 = γ21 = 2

3 , β = γ = 1
3 , a11 = 1,

a21 = −3
4 , a22 = 3

4 , то

R[1,1] = u (x0 + h)− u[1,1]
1 = O

(
h3
)

Для знаходження наближень в наступних точках xn (n ≥ 2) використовуємо
формулу (3) i метод рухомого початку.
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ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ СИСТЕМИ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З IМПУЛЬСНИМ

ВIДРИВОМ ТА ЗАПIЗНЕННЯМ
Мисло Ю. М.

julia.pah@gmail.com
Ужгородський нацiональний унiверситет, Україна

Дослiджується розв’язок системи диференцiальних рiвнянь з iмпульсною
дiєю та запiзненням , яка описує залежнiсть мiж зрiлими i незрiлими бiоло-
гiчними видами, вигляду:

ẋi(t) = α(t)xm(t)− γ(t)xi(t)− α(t)e
∫ t
t−h γ(s)dsxm(t− h), (1)

ẋm(t) = α(t)e
∫ t
t−h γ(s)dsxm(t− h)− β(t)x2

m(t), (2)

для t 6= tk та iмпульсним впливом

xm(tk + 0) = (1 + dk)xm(tk) (3)

в момент часу tk, k ∈ Z.
Припускається, що послiдовнiсть {tk} моментiв iмпульсного

впливу має рiвномiрну майже перiодичну рiзницю, послiдовнiсть {dk} є май-
же перiодичною, dk ∈ (−1, d], d > 0, функцiї α(t), β(t), γ(t) є кусково-
неперервними додатними i майже перiодичними.

В нашiй системi xi(t) i xm(t) задають щiльнiсть незрiлих та зрiлих попу-
ляцiй, вiдповiдно. Народжуванiсть незрiлої популяцiї в час t > 0 є пропор-
цiйною до iснуючої зрiлої популяцiї з показником народжуваностi α(t), γ(t) є
показником смертностi незрiлих, β(t) – показник смертностi i перенаселення
зрiлих, h – час дозрiвання. Умова α(t)e

∫ t
t−h γ(s)dsxm(t−h) визначає перехiд вiд

незрiлих до зрiлих.
Припускається невiд’ємнiсть розв’язкiв (1)–(3) з початковими умовами

xi(0) = ϕi > 0, (4)

xm(θ) = ψm(θ), θ ∈ [−h, 0], ψm(0) > 0. (5)

1. Myslo Y.M., Tkachenko V. I. Global attractivity in almost periodic single
species models. Functional Differential Equations, 2011, 18, № 3-4, P. 269–278.

2. Akchmet M. Principles of Discontinuous Dynamical Systems. — New York:
Springer, 2010, 176 p.
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СТIЙКIСТЬ I ФОРМИ УМОВНОЇ РIВНОВАГИ
БУРИЛЬНОЇ КОЛОНИ ПРИ ПОГЛИБЛЕННI
СВЕРДЛОВИН РОТОРНИМ СПОСОБОМ

Мойсишин В. М.

math@nung.edu.ua
Iвано-Франкiвський нацiон. техн. унiверситет нафти i газу, Україна

Розв’язано загальну задачу стiйкостi багаторозмiрної бурильної колони
при натуральних граничних умовах на долотi. Враховано кiнцевi сили i мо-
менти; розподiленi по довжинi зусилля вiд ваги труб, внутрiшньотрубної i
затрубної промивальної рiдини; iнерцiйне навантаження вiд обертання ком-
понування ротором; втрати тиску на долотi, в трубi та затрубному просторi.
Оцiнено вплив основних режимно-технологiчних факторiв на критичнi значе-
ння параметрiв задачi [1]. Складено i розв’язано системи рiвнянь Кiрхгофа -
Клебша, якi описують просторовi форми умовної рiвноваги бурильної колони
пiд дiєю комплексу навантажень, що, крiм зусиль, перелiчених вище, врахо-
вує сили i моменти тертя труб об стiнку вертикальної або похилої свердлови-
ни. Запропоновано шляхи практичної реалiзацiї нових, загальнiших формул
для параметрiв пружної лiнiї компонування. Це, зокрема, знаходження ко-
ординат початку формування ґвинтової спiралi; розрахунок осьового наван-
таження, що передається колоною труб на вибiй; визначення втрат моменту
тертя по довжинi бурильної колони; статичний розрахунок компонування на
мiцнiсть [1]. Розроблено теоретичнi основи вивчення взаємодiї бурильної ко-
лони зi стiнкою свердловини довiльного профiлю. Обґрунтовано доцiльнiсть
використання в таких задачах кутiв Ейлера - Крилова, знайдено формули для
кривини i кручення пружної лiнiї компонування. Узагальнено схему кутових
змiщень Ейлера - Крилова на випадок характеристики осi свердловини вiдно-
сно сторiн свiту. Запропоновано загальну схему розв’язку рiвнянь Кiрхгофа
для невiльної дiлянки труб у свердловинi довiльного профiлю при голоном-
них та неголономних в’язках [2, 3].

1. Мойсишин В.М. Основи механiки бурильної колони при поглибленнi свер-
дловин роторним способом: Дис. докт. техн. наук. – Iвано-Франкiвськ: IФД-
ТУНГ, 1996. – 498 с.

2. Векерик В.И. Мойсишин В.М. Уравнения равновесия участков бурильной
колонны в скважине произвольно ориентированной в пространстве: Моно-
графия. – 2-е изд. – Iвано-Франкiвськ: Факел, 2007. – 138 с.

3. Стiйкiсть i коливання бурильної колони: Монографiя / В.М. Мойсишин,
Б.Д. Борисевич, Ю.Л. Гаврилiв, С.Д. Зiнченко. – Iвано-Франкiвськ: Лiлея-
НВ, 2013. – 590 с.

102



ПРО МНОЖИНУ РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНОРIДНОЇ
ДВОТОЧКОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ РIВНЯННЯ IЗ

ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ
Нитребич З.М.1, Маланчук О.М.1,2

znytrebych@gmail.com, Oksana.Malan@gmail.com
1Нац. ун-т “Львiвська полiтехнiка”, Україна,

1,2Львiвський нац. медичний ун-т iм.Д. Галицького, Україна

Вiдомо [1], що задачi з багатоточковими умовами для рiвнянь iз частин-
ними похiдними є некоректними крайовими задачами. Це, здебiльшого, по-
в’язано з iснуванням нетривiальних розв’язкiв вiдповiдних однорiдних задач.

Дослiджено множину розв’язкiв однорiдної задачi:[
∂2

∂t2
+ a

(
∂

∂x

)
∂

∂t
+ b

(
∂

∂x

)]
U(t, x) = 0, (t, x) ∈ R2, (1)

A1

(
∂

∂x

)
U(0, x) + A2

(
∂

∂x

)
∂U

∂t
(0, x) = 0,

B1

(
∂

∂x

)
U(h, x) +B2

(
∂

∂x

)
∂U

∂t
(h, x) = 0, h > 0, x ∈ R.

(2)

Диференцiальнi вирази a
(
∂
∂x

)
, b
(
∂
∂x

)
в рiвняннi (1) є довiльними диферен-

цiальними полiномами або виразами нескiнченного порядку з цiлими симво-
лами. В умовах (2) A1

(
∂
∂x

)
, B1

(
∂
∂x

)
, A2

(
∂
∂x

)
, B2

(
∂
∂x

)
– диференцiальнi полi-

номи з комплексними коефiцiєнтами, причому для ν ∈ C виконуються умови:
|A1 (ν)|2 + |A2 (ν)|2 6= 0, |B1 (ν)|2 + |B2 (ν)|2 6= 0.

Встановлено, що множина розв’язкiв задачi (1), (2) визначається характе-
ристичним визначником ∆ (ν). У випадку ∆ (ν) 6= 0 ∀ ν ∈ C задача (1), (2)
має лише тривiальний розв’язок. У протилежному випадку задача (1), (2) має
нетривiальнi цiлi розв’язки. Для їх побудови використано диференцiально-
символьний метод [2].

1. Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.

2. Каленюк П.I., Нитребич З.М. Узагальнена схема вiдокремлення змiнних.
Диференцiально-символьний метод. – Львiв: Вид-во НУ “Львiвська полi-
технiка”. – 2002. – 292 с.
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НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ КОМПЛЕКСНОЇ
ЗМIННОЇ ЛАНЦЮГОВИМИ ДРОБАМИ

Пагiря М. М.

pahirya@gmail.com
Мукачiвський державний унiверситет, Україна

Функцiї комплексної змiнної на деякому компактi з C наближають бага-
точленами, узагальненими багаточленами, апроксимацiями Паде або ланцю-
говими дробами. Розвинення функцiй в ланцюговi дроби часто мають бiльш
широку область збiжностi i бiльш стiйкi до похибок заокруглення при обчис-
леннях.

Функцiя може бути розвинута в ланцюговий дрiб або виходячи iз її розви-
нення в степеневий ряд, або як розв’язок диференцiального рiвняння Рiккатi
[1], або iз вiдношення гiпергеометричних функцiй [2], або за допомогою фор-
мули Тiле [3].

Проведеннi подальшi дослiдження формули Тiле. Зокрема встановле-
нi властивостi обернених похiдних Тiле —формули суми, добутку та час-
тки двох функцiй, складеної та оберненої функцiй, багаточлена та дробово–
рацiональної функцiї. Отримана формула типу Тiле, яка ґрунтується на обер-
нених похiдних 2–го типу [4]. Знайдено взаємозв’язок обернених похiдних 2–го
типу iз похiдними функцiї та оберненими похiдними Тiле, а також доведенi
властивостi обернених похiдних 2–го типу. Отриманi розвинення функцiй в
ланцюговий дрiб за допомогою формули типу Тiле та встановленi областi
збiжностi отриманих розвинень.

1. Хованский А.Н. Приложение цепных дробей и их обобщений к вопросам
приближенного анализа. – Москва: ГИТТЛ, 1956. — 203 с.

2. Cuyt A.,Brevik Petersen V.,Verdonk B., Waadeland H.,Jones W.B.Handbooks
of Continued Fractions for Special Functions. – Springer, 2008. —XVI+431 p.

3. Thiele T.N. Interpolationsprechnung. – Leipzig: Commisission von
B. G. Teubner, 1909.– XII + 175 s.

4. Пагiря М.М. Оберненi похiднi 2–го типу та їх властивостi // Наук. вiсник
Ужгород. ун–ту. Сер. матем. i iнформ. – 2009. – Вип. 18. – С. 99–105.

104



ДОСЛIДЖЕННЯ ПРОЦЕСУ ВИНИКНЕННЯ
БАГАТОЧАСТОТНИХ КОЛИВАНЬ У

ШВИДКО-ПОВIЛЬНIЙ СИСТЕМI НЕЛIНIЙНОЇ
МЕХАНIКИ

Парасюк I. О., Репета Б. В.

pio@univ.kiev.ua, bogdan.repeta@gmail.com
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна

Розглядається система нелiнiйних осциляторiв iз слабким та повiльним
зв’язком

ẅ + Ω2
0(u)w = 2εΛ(u)ẇ + F (w, ẇ, u, µ), u̇ = µG(w, ẇ, u, µ), (1)

у якiй w ∈ Rn — конфiгурацiйнi змiннi, u ∈ Rm — повiльно змiннi параме-
три, ε, µ — малi статичнi параметри, Λ(·), Ω0(·) — гладкi дiагональнi матрицi,
F (·), G(·) — гладкi нелiнiйнi вектор-функцiї. Розглянуто випадок, коли систе-
ма u̇ = G(0, 0, u, 0) має функцiю Ляпунова V (·) морсiвського типу, а множини
стiйкостi {u : Λ(u) < 0} та абсолютної нестiйкостi {u : Λ(u) > 0} тривiаль-
ного положення рiвноваги першої пiдсистеми при µ = 0 непорожнi, причому
всi стацiонарнi точки функцiї V (·) належать областi нестiйкостi.

За певних додаткових припущень щодо вiдсутностi резонансiв мiж компо-
нентами матрицi Ω0(u) та характеру нелiнiйностi вектор-функцiї F (·) доведе-
но, що кожнiй стацiонарнiй точцi функцiї V (·) вiдповiдає набiр iнварiантних
торiв системи (1) всiх вимiрiв 1, . . . , n, причому асимптотично стiйкими мо-
жуть бути лише n-вимiрнi тори. Показано, що майже всi додатнi пiвтраєкторiї
системи (1) з деякого околу так званої повiльної поверхнi w = ẇ = 0 фазо-
вого простору демонструють явище динамiчної бiфуркацiї багаточастотних
коливань. А саме: поки компонента u(t) розв’язку системи перебуває в зонi
стiйкостi, спостерiгається затухання коливань компонент фазового вектора
(w(t), ẇ(t)); далi впродовж повiльної еволюцiї компонента u(t) залишає зону
стiйкостi та входить в окiл деякої стацiонарної точки, який належить зонi
нестiйкостi; пiсля цього вiдбувається перехiдний процес i додатна пiвтраєк-
торiя притягується до деякої траєкторiї на n-вимiрному iнварiантному торi
системи, який вiдповiдає зазначенiй стацiонарнiй точцi; як наслiдок, система
виходить на усталений багаточастотний режим коливань.
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ПРО МАКСИМАЛЬНИЙ ПОРЯДОК РОЗПОДIЛУ В
КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛЬНОМУ РIВНЯННI

Пахолок Б. Б.

bogdanbp@ukr.net
Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”, Україна

Розглядається квазiдиференцiальне рiвняння

K [X(t)] ≡
n∑
i=0

m∑
j=0

(−1)m−j(Aij(t)X
(n−i)(t))(m−j) = F (t), (1)

де (l × l) матрицi-функцiї Aij(t) задовольняють умови:
1)A−1

00 (t) – вимiрна i обмежена на деякому iнтервалi I дiйсної осi;
2) Ai0(t), A0j(t) ∈ L2(I) , ∀i = 1, n, j = 1,m;
3) Aij(t) – узагальненi матрицi-функцiї типу мiри для i = 1, n, j = 1,m.
Для рiвняння (1) дослiджено питання про максимальний порядок розподi-

лу F (t), при якому рiвняння (1) є коректним в узагальненому сенсi. Отримано
ряд наслiдкiв з основної теореми.
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ОДНОНАПРАВЛЕНI IЗОТРОПНI РОЗВ’ЯЗКИ
РIВНЯНЬ МАКСВЕЛЛА В ПРОСТОРI REPPA

Пелих В. О., Тайстра Ю. В.

pelykh@iapmm.lviv.ua, ythelloworld@gmail.com
Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С.

Пiдстригача НАН України, Україна

Проблема дослiдження чи отримання розв’язкiв рiвнянь фiзичних полiв
(Максвелла, Дiрака) у рiманових просторах (де, на вiдмiну вiд плоского, вони
не зводяться до рiвняння Д’Аламбера) викликана зв’язаним характером рiв-
нянь. Ми пропонуємо метод розщеплення систем рiвнянь у спiнорному фор-
малiзмi першого порядку з використання iзотропної бази Ньюмена-Пенроуза.
Зокрема, нами розглянуто неоднорiдну систему рiвнянь для спiнора Максвел-
ла у метрицi Керра, яка описує гравiтацiйне поле (рiманiв простiр), створене
тiлом масою з питомим кутовим моментом . Розглядаємо випадок, коли оби-
два головних iзотропних напрямки електромагнiтного поля збiгаються з го-
ловним iзотропним напрямком тензора Вейля. Вiдповiдне поле є однонаправ-
леним iзотропним полем. У цьому випадку у координатах Бойера-Лiндквiста
у тетрадi Кiннерслi система рiвнянь Максвелла зводиться до двох рiвнянь в
частинних похiдних першого порядку вiдносно невiдомої комплексної фун-
кцiї. Ми отримуємо її розв’язок в аналiтичному виглядi, який у випадку вiд-
окремлення змiнних має особливостi у точках ϕ = 0, π i був, як вважаємо,
безпiдставно втраченим у роботах Тькольського, Старобiнського i Чандра-
секара. Вказуємо на можливi використання цього результату для вивчення
чорної дiри Керра.
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ЯКIСНИЙ АНАЛIЗ СИСТЕМИ ДВОХ ЗГАСАЮЧИХ
СТОХАСТИЧНИХ АПЕРIОДИЧНИХ ОСЦЕЛЯТОРIВ

Перегуда О. В.

perol@ukr.net
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна

Розглядається система двох гармонiчних осциляторiв з тертям для ви-
падку |hi| > ki i = 1, 2 (згасаючий аперiодичний процес), що описується
системою двох лiнiйним диференцiальних рiвняннь другого порядку

ü1(t) + 2h1u̇1(t) + k2
1u1(t) = 0,

ü2(t) + 2h2u̇2(t) + k2
2u2(t) = 0,

u1(0) = u10, u̇1(0) = u̇10,
u2(0) = u20, u̇2(0) = u̇20

(1)

де u0i, u̇0i — початковi положення i швидкостi осциляторiв
(
u2
i0 + u̇2

i0 > 0
)
;

ki > 0, hi – коефiцiєнти тертя осциляторiв; ui(t), u̇i(t) – положення i швид-
кiсть осциляторiв в момент часу t > 0; i = 1, 2.

При випадковому збуреннi вздовж вектора фазової швидкостi “бiлим шу-
мом“ у формi Iто початкова система (1) перетворюється у систему рiвнянь
Iто.

При заданих випадкових збуреннях розглядається загальна система рiв-
нянь вигляду:

ẋ(t) = Bx(t)ξ̇(t)

де
ξ̇1(t) = g11(t) + g21(t)ẇ1(t);

ξ̇2(t) = g12(t) + g22(t)ẇ2(t);

gij(t)– невипадковi функцiї; ẇi(t)– “похiдна” вiд вiнерiвського процесу (“бiлий
шум” у формi Iто),B - матриця вiдповiдних коефiцiєнтiв початкової системи
(1).

Отримано явний вигляд розв’язкiв вiдповiдної стохастичної системи рiв-
нянь Iто. Проведено якiсний аналiз поведiнки амплiтуди та фази системи
згасаючих стохастичних гармонiчних осциляторiв. Для отриманого розв’язку
вiдповiдної системи стохастичних рiвнянь Iто побудованi рiзнi моделi згаса-
ючих аперiодичних осциляторiв.
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БАГАТОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ КОЛИВНОЇ
СИСТЕМИ IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ

Петришин Р. I.

r.petryshyn@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Україна

Розглядається система рiвнянь з повiльними та швидкими змiнними [1] та
запiзненням ∆ > 0 вигляду

dx

dτ
= a(x, x∆, ϕ, ϕ∆, τ),

dϕ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ b(x, x∆, ϕ, ϕ∆, τ), τ ∈ [0, L],

i умовами
x(τ) = f(x(τ1), . . . , x(τr), τ), τ ∈ [−∆, 0],

ϕ(τ) = g(τ) +
1

ε

τ∫
0

Ω(t)dt, τ ∈ [−∆, 0],

Φ(x(τ1), . . . , x(τr)) = 0, τν ∈ (−∆, L), ν = 1, r.

Тут x i ϕ — вiдповiдно n- i m-вимiрнi вектори, Φ — r-вимiрна вектор-
функцiя, τ1, . . . , τr — невiдомi параметри, ε — малий додатний параметр.

Для розв’язання цiєї задачi, тобто для знаходження x(τ), ϕ(τ), z, де
z = (τ1, . . . , τr), використано метод усереднення за всiма швидкими змiнними
ϕ, ϕ∆. Зазначимо, що при малих ε мала змiна часової змiнної τ породжує ве-
лику змiну величини ϕ. Цим обумовлено вiдносно простий вигляд початкової
умови для ϕ.

Знайдено достатнi умови iснування єдиного розв’язку x, ϕ, z вихiдної за-
дачi i встановлено ефективну оцiнку його вiдхилення вiд розв’язку усередне-
ної задачi.

1. Самойленко А.М. Математичнi аспекти теорiї нелiнiйних коливань /
А.М. Самойленко, Р.I. Петришин — К.: Наукова думка, 2004. — 474 с.
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ПОБУДОВА НАБЛИЖЕНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ОДНIЄЇ
СИНГУЛЯРНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ЗА

ДОПОМОГОЮ ЧИСЕЛЬНО-АНАЛIТИЧНОГО
МЕТОДУ
Процак Л. В.

protsak_l_v@ukr.net
Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова, Україна

В класi неперервно диференцiйовних на R+ вектор-функцiй iз значеннями
в Rn розглядається сингулярна крайова задача

y′ = f(x, y), y(+0) = λ, y(+∞) = 0,

де f(·, ·) ∈ C2 (R++ × Rn 7→Rn), а λ ∈ Rn — параметр керування. Припускає-
ться, що iснують границi

lim
x→+0

xf ′y(x, 0) = A, lim
x→+∞

f ′y(x, 0) = B, lim
x→+∞

‖f(x, 0)‖ = 0,

спектри матриць A та B не перетинаються з прямими Re z = 1 та Re z = 0
вiдповiдно, а задача

y′ = f(x, 0) + f ′x(x, 0)y, y(+0) = λ, y(+∞) = 0

має сiм’ю розв’язкiв y = y0
u(x), λ = Λu+η, де u ∈ Rk — вектор-параметр сiм’ї,

Λ — (n × k)-матриця, η ∈ Rn — сталий вектор. Базуючись на iдеї чисельно-
аналiтичного методу А. М. Самойленка, побудовано (n× n)-матрицi-функцiї
K(x, s) та P (x), якi зводять вихiдну задачу до системи iнтегральних рiвнянь
з параметрами

yu(x) = y0
u(x) +

∞∫
0

K(x, s)F (x, yu(s))ds,

∞∫
0

P (x)F (x, yu(s))ds = 0,

з деякою функцiєю F (·, ·) ∈ C1 (R++ × Rn 7→Rn). Знайдено умови, що гаран-
тують збiжнiсть методу послiдовних наближень для першого рiвняння систе-
ми. Якщо для деякого i � 1 iснує розв’язок ui другого рiвняння при yu(x)

рiвному i-му послiдовному наближенню, то y[i]
ui(x) є наближеним розв’язком

вихiдної крайової задачi. Знайдено оцiнку швидкостi збiжностi методу.
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ЗАДАЧI З ДАНИМИ НА ВСIЙ МЕЖI ОБЛАСТI ДЛЯ
ГIПЕРБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ I СИСТЕМ РIВНЯНЬ

Пташник Б. Й.

ptashnyk@lms.lviv.ua
IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України, Львiв, Україна

Подано огляд результатiв автора та його учнiв, якi стосуються розв’язно-
стi задач iз даними на всiй межi областi для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь
i систем рiвнянь високого порядку. Їх можна об’єднати такою постановкою.
В областi D = {(t, x) ∈ Rp+1 : 0 < t < T, x ∈ Ω}, Ω — p-вимiрний паралелепi-
пед, евклiдiв простiр Rp або обмежена однозв’язна область iз Rp iз гладкою
межею, p ∈ N, для рiвняння (системи рiвнянь)

∂2nu(t, x)

∂t2n
+

2n−1∑
q=0

Aq

(
x,

∂

∂x

)
∂qu(t, x)

∂tq
= f(t, x), (t, x) ∈ D, (1)

знайти розв’язок, який за змiнною t задовольняє умови

2∑
j=1

2n−1∑
q=0

Br
jq

(
x,

∂

∂x

)
∂qu(tj, x)

∂tq
= ϕr(x), r = 1, 2, . . . , 2n, (2)

а також певнi умови за змiнними x1, . . . , xp (перiодичностi, майже перiодично-
стi чи умови типу Дiрiхле), де Aq

(
x, ∂∂x

)
, Br

jq

(
x, ∂∂x

)
— лiнiйнi диференцiальнi

вирази порядку не вищого, нiж 2n, t1 = 0, t2 = T . Розглядаємо такi частковi
випадки умов (2):
а) ∂j−1u(0,x)

∂tj−1 = ϕj(x), ∂j−1u(T,x)
∂tj−1 = ϕn+j(x), j = 1, . . . , n;

б) ∂j−1u(0,x)
∂tj−1 = 0, j = 1, . . . ,m, ∂

q−1u(T,x)
∂tq−1 = 0, q = 1, . . . , 2n−m;

в) ∂2(j−1)u(0,x)
∂t2(j−1) = ϕj(x), ∂2(j−1)u(T,x)

∂t2(j−1) = ϕn+j(x), j = 1, . . . , n;
г) ∂2(j−1)u(0,x)

∂t2(j−1) = ϕj(x), ∂2j−1u(T,x)
∂t2j−1) = ϕn+j(x), j = 1, . . . , n.

Вказанi задачi, взагалi, є умовно коректними, а їхня розв’язнiсть пов’яза-
на з проблемою малих знаменникiв, для оцiнок знизу яких використано ме-
тричний пiдхiд [1]. Встановлено коректнiсть задач для майже всiх (стосовно
мiри Лебега) значень T та для майже всiх векторiв, складених iз коефiцiєнтiв
рiвнянь.

1. Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для диференциальных
уравнений с частиными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.
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ПРО КЛАСИ КОРЕКТНОСТI РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI
ДIРIХЛЕ ДЛЯ НАПIВЛIНIЙНОЇ ГIПЕРБОЛIЧНОЇ

СИСТЕМИ У НЕОБМЕЖЕНIЙ ОБЛАСТI
Пукач П. Я.

ppukach@gmail.com
Нацiональний унiверситет ”Львiвська полiтехнiка”, Україна

Доповiдь присвячена дослiдженню мiшаної задачi з крайовими умовами
Дiрiхле для нелiнiйної гiперболiчної системи другого порядку

utt −
n∑

i,j=1

(Aij(x)uxi)xj +
n∑
i=1

(Ai(x, t)ut)xi +
n∑
i=1

Bi(x, t)uxi +

+ C(x, t)u+G(x, t, ut) = F (x, t) (1)

в необмеженiй за просторовими змiнними областi. Рiвняння i системи вигляду
(1), якi моделюють коливнi процеси у середовищi з опором, вивчають у теорiї
пружностi [1].

В областi QT = Ω× (0, T ), Ω ⊂ Rn, 0 < T <∞ розглядаємо для системи
(1) мiшану задачу з початковими умовами

u|t=0 = ϕ0(x), (2)

ut|t=0 = ϕ1(x) (3)

та крайовою умовою
u|ST = 0, (4)

де ST = ∂Ω × (0, T ) – бiчна поверхня областi QT . У системi (1) квадратнi
матрицi Aij, Ai, Bi (i, j = 1, ..., n) та матриця C є дiйснозначними i мають
порядок m ∈ N, u = col(u1, ..., um), G = col(G1, ..., Gm), F = col(F1, ..., Fm),
ϕi = col(ϕi1, ..., ϕim), i = 1, 2.

У цiй доповiдi отримано класи коректностi розв’язку задачi (1)-(4), якi
є певними ваговими соболевськими просторами функцiй, що описують якi-
сну поведiнку розв’язку на нескiнченностi. Ця поведiнка залежить вiд правої
частини системи та початкових даних задачi.

1. Pukach P.Ya.Qualitative research methods of mathematical model of nonlinear
vibrations of conveyor belt // Journal of Mathematical Sciences, Volume 198,
Issue 1, Pages 31-36, April 2014.
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МЕТОД КВАЗIКЛАСИЧНИХ ЛОКАЛIЗОВАНИХ
СТАНIВ ДЛЯ РIВНЯНЬ ШРЕДИНГЕРА ТА ДIРАКА

Рейтiй О. К.

okreity@gmail.com
Ужгородський нацiональний унiверситет

Нерiдко трапляється так, що для розв’язання квантово-механiчної задачi
достатньо знайти хвильову функцiю не у всьому конфiгурацiйному просторi,
а тiльки в околi деякого многовиду M меншої розмiрностi, де вона в основ-
ному зосереджується. Стани, що описуються такими хвильовими функцiями,
називаються “локалiзованими”. Гамiльтонiан в цьому випадку природно роз-
класти за координатами, перпендикулярними до многовиду M , в околi якого
вихiдне рiвняння Шредiнгера чи Дiрака допускає вiдокремлення змiнних.

В працi розглянуто квазiкласичнi локалiзованi стани, якi зосередженi по-
близу деякої класичної траєкторiї i описують взаємодiю електрона з атомами
та зовнiшнiми полями. На цiй основi розвинуто новий пiдхiд – метод квазi-
класичних локалiзованих станiв (надалi метод КЛС ) – що дозволяє отри-
мувати асимптотичнi ров’язки хвильових рiвнянь з потенцiалами бар’єрного
типу, якi володiють аксiальною симетрiєю i не допускають повного вiдокрем-
лення змiнних.

В рамках розвинутого методу побудовано рекурентну схему отримання
розв’язкiв квазiкласичного типу рiвнянь Шредингера й Дiрака в класично
дозволених та заборонених областях. Знайдено унiверсальнi правила зшива-
ння розв’язкiв в околi точок повороту, докладно проаналiзовано дискретний
спектр релятивiстської двоцентрової задачi Z1eZ2 в границi об’єднаних та
роз’єднаних атомiв. Обчислено першi два члени асимптотичного (за велики-
ми мiжцентровими вiдстанями) розкладу величини обмiнного розщеплення
адiабатичних термiв в релятивiстськiй задачi Z1eZ2. Також, розв’язано як
нерелятивiстську, так i релятивiстську задачi про водневоподiбний атом (iон)
у зовнiшньому електростатичному полi та розраховано асимптотику ймо-
вiрностi тунельної iонiзацiї атома (iона) в такому полi. Одержанi для обох
квантово-механiчних задач результати добре узгоджуються з результатами
iнших авторiв, але мають значно ширшу область застосовностi.
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НАБЛИЖЕНИЙ РЕГУЛЯТОР ДЛЯ
ГIПЕРБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ЗI ШВИДКО

КОЛИВНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ
Русiна А. В.

rusina.alina@gmail.com
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна

Нехай Ω ⊂ Rn - обмежена область, ε ∈ (0, 1) - малий параметр. В цилiндрi
Q = (0, T )× Ω розглядається задача оптимального керування ytt(t, x) = Aεy(t, x) + u(t, x), (t, x) ∈ Q,

y|∂Ω = 0,
y|t=0 = yε0, yt|t=0 = yε1,

(1)

J(y, u) =

∫
Ω

y2(T, x)dx+

∫
Q

u2(t, x)dtdx→ inf, (2)

u ∈ L2(Q), (3)

де yε0 ∈ H1
0(Ω), yε1 ∈ L2(Ω), Aε = div(aε∇), aε(x) = a(xε ), a = ((aij)) - ви-

мiрна, симетрична, перiодична матриця, що задовольняє умови рiвномiрної
елiптичностi та обмеженостi: ∃ v1 > 0, v2 > 0

∀ η, x ∈ Rn v1

n∑
i=1

η2
i ≤

n∑
i,j=1

aij(x)ηiηj ≤ v2

n∑
i=1

η2
i . (4)

Вiдомо [1], що задача (1)-(3) має єдиний розв’язок {yε, uε} в класi W (0, T )×
L2(Q), де

W (0, T ) = {y ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)) | dy

dt
∈ L2(0, T ;L2(Ω))}.

В роботi запропоновано процедуру побудови оптимального синтезу задачi
(1)-(3) та обґрунтувано його наближену формулу за допомогою переходу до
усереднених параметрiв.

1. Лионс Ж.-Л. Оптимальное управление системами, описываемыми уравне-
ниями с частными производными. - М.,Мир, 1972. - 416 с.

2. Егоров А.И. Оптимальное управление линейными системами. - К.: Вища
школа, 1988. - 278 с.
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ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНОГО КЛАСУ
ВИРОДЖЕНИХ БАГАТОТОЧКОВИХ КРАЙОВИХ

ЗАДАЧ ДЛЯ НЕЛIНIЙНИХ СИСТЕМ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Семчишин Г. Я.

haly_semchushun@mail.ru
Ужгородський нацiональний унiверситет, Україна

Розглядається вироджена нелiнiйна система диференцiальних рiвнянь

J
dy

dt
= A(t)y + f(t, y), t ∈ [0, T ], (1)

пiдпорядкована лiнiйним багатоточковим крайовим умовам

A1y(0) + A2y(t2) + . . .+ Ak−1y(tk−1) + Aky(T ) = d, (2)

де J – (n×n)-вимiрний нiльпотентний блок Жордана, A(t) – (n× n)-вимiрна
матриця, f(t, y) – n-вимiрна вектор-функцiя, f(t, y)∈C[0, T ]; A1, A2, . . . , Ak

– ((n − 1)×n)-вимiрнi сталi матрицi, d – (n − 1)-вимiрний вектор-стовпець
сталих, 0 = t1 < t2 < . . . < tk = T .

У припущенi, що fn(t, y)=fn(t, y2, . . . , yn)=fn(t, v), вироджена багатоточ-
кова крайова задача (1), (2) зводиться до багатоточкової крайової задачi з
нелiнiйними крайовими умовами

dv

dt
= Ā(t)v(t) + f̄(t, v), (3)

k∑
i=1

Biv(ti) + g (v(t1), v(t2), . . . , v(tk)) = d. (4)

Iз використанням параметризацiї

zi :=v(ti)=(v1(ti), v2(ti), . . . , vn−1(ti))
>=(zi1, zi2, . . . , zin−1)

>, i=1, k,

нелiнiйнi багатоточковi крайовi умови (4) набувають вигляду

k∑
i=1

Biv(ti) = d− g(z1, z2, . . . , zk). (5)

У випадку, коли вiдповiдна (3), (5) лiнiйна однорiдна багатоточкова
крайова задача має тiльки тривiальний розв’язок, за допомогою чисельно-
аналiтичного методу дослiджено питання iснування та наближеної побудови
розв’язкiв.
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КОНФОРМНОIНВАРIАНТНI ДВОВИМIРНI
КВАЗIЛIНIЙНI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ

ДРУГОГО ПОРЯДКУ
Сєров М. I., Сєрова М. М., Блажко Л. М.

mserov@gmail.com, mvusata@gmail.com, LBlazhko@ukr.net
Полтавський нацiональний технiчний унiверситет, Україна

Оскiльки основнi фiзичнi закони, рiвняння руху, рiзнi математичнi моделi
володiють явною або неявною, геометричною або негеометричною, локаль-
ною або нелокальною симетрiями, то у сучасних дослiдженнях у математи-
чнiй фiзицi важливу роль вiдiграє принцип симетрiї.

Цiкавим об’єктом дослiдження внаслiдок свого широкого застосування є
квазiлiнiйнi хвильовi рiвняння.

Розглянемо квазiлiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку

F µν
(
u, u

1

)
uµν +G

(
u, u

1

)
= 0, (1)

де F µν
(
u, u

1

)
, G

(
u, u

1

)
— довiльнi гладкi функцiї, u = u(x) ∈ R1,

x = (x0, ~x) ∈ R1+n, u
1
— сукупнiсть всеможливих похiдних першого порядку

функцiї u, uµν = ∂2u
∂xµ∂xν

, µ, ν = 0, n.

Теорема. Рiвняння (1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри
AC(1, 2) з базисними генераторами

AC(1, 2) = 〈∂µ, Jµν = xµ∂ν − xν∂µ +mµν(u)∂u, D = xγ∂γ,
Kµ = 2xµD − x2∂µ + 2xνm

µν∂u〉,
(2)

де mµν = mµν(u) задаються формулами

mνµ(u) = −mµν(u), m01 = sinhu, m02 = 1, m12 = coshu (3)

тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

�u = (λ
√
u2 + α̇u)

u2

αu
, (4)

де λ — довiльна стала,

αu ≡ αµu
µ = coshu · u0 − u1 + sinhu · u2,

α̇u ≡ α̇µu
µ = sinhu · u0 + coshu · u2.
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ДВОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМИ
НАВАНТАЖЕНИХ ГIПЕРБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

Симотюк М. М., Хомяк Д. В.

quaternion@ukr.net, khomiak.dmytro@gmail.com
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

Нехай Hα, α ∈ R, — простiр, який є поповненням множини скiнченних
тригонометричних полiномiв ϕ =

∑
ϕk exp(ikx) за нормою

‖ϕ(x);Hα‖ =

√∑
k∈Z

|ϕk|2(1 + |k|)2α;

H
m
α , α ∈ R, — простiр вектор-функцiй ~ϕ = col(ϕ1, . . . , ϕm) таких, що ϕj ∈ Hα,

j = 1, . . . ,m, з нормою

‖~ϕ(x);H
m
α ‖ = max

1≤j≤m
‖ϕj(x);Hα‖.

В областi {(t, x) : t ∈ (0, T ), x ∈ Ω}, Ω = R/2πZ, розглянемо задачу

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
~u(t, x) ≡ ∂2~u

∂t2
+ A1

∂2~u

∂t∂x
+ A2

∂2~u

∂x2
= ~f(t, x) +N [~u], (1)

~u(t1, x) = ~ϕ1(x),
∂~u(t, x)

∂t

∣∣∣
t=t2

= ~ϕ2(x), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T, (2)

де L — строго гiперболiчний вираз, ~u(t, x) = col(u1(t, x), . . . , um(t, x)),
~f(t, x) = (f 1(t, x), . . . , fm(t, x)), ~ϕj(x) = col(ϕ1

j(x), . . . , ϕmj (x)), Aj, j = 1, 2,
— квадратнi матрицi розмiру m ×m, елементи яких є комплексними числа-
ми, N [~u] =

∑M
j=1Bj~u(τj, x), Bj, j = 1, . . . ,M, — квадратнi матрицi розмiру

m × m, елементи яких є комплексними числами, 0 ≤ τ1 < . . . < τM ≤ T ,
{t1, t2} ∩ {τ1, . . . , τM} = ∅.

Знайдено умови коректної розв’язностi задачi (1), (2) у шкалi просторiв
H
m
α , α ∈ R. За допомогою метричного пiдходу [1] встановлено метричнi оцiн-

ки знизу для малих знаменникiв, якi виникли при побудовi розв’язку.

1. Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.
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УСЕРЕДНЕННЯ НЕЧIТКИХ IНТЕГРАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ З ЗАПIЗНЕННЯМ

Скрипник Н. В.

talie@ukr.net
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I.Мечникова, Україна

Нехай (En, D)− метричний простiр вiдображень u : Rn → [0, 1], що за-
довольняють наступним вимогам: 1) u напiвнеперервне зверху по Беру; 2) u
нормальне; 3) u нечiтко опукле; 4) замикання множини {y ∈ Rn : u(y) > 0}
компактне.

Розглянемо нечiтке iнтегральне рiвняння з запiзненням

x(t) = x0 + ε

∫ t

0

f(t, s, x(s), x(s− τ))ds, (1)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], x0 = ϕ(0).

Рiвнянню (1) поставимо у вiдповiднiсть усередненне нечiтке iнтегральне
рiвняння з запiзненням

x̄(t) = x0 + ε

∫ t

0

f̄(t, x̄(s), x̄(s− τ))ds, (2)

x̄(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], x0 = ϕ(0),

де

f̄(t, x, z) = lim
T→∞

1

T

t1+T∫
t1

f(t, s, x, z)ds. (3)

Теорема. Нехай в областi Q = {(t, s, x, z) : t, s ≥ 0, x, z ∈ G ⊂ En}
виконуються наступнi умови:

1) нечiткi вiдображення f(t, s, x, z), f̄(t, x, z) неперервнi, обмеженi та
задовiльняють умовi Лiпшица по x, z;

2) нечiтке вiдображення
∫ t

0 f(t, s, x, z)ds рiвномiрно неперерне на R+ для
будь якого неперервного x : R+ → G.

3) початкове вiдображення ϕ(t) неперевне на [−τ, 0];
4) рiвномiрно вiдносно t, t1 ≥ 0, x, z ∈ G iснує межа (3);
5) розв’язок x̄(·) рiвняння (2) iснує при t ≥ 0 та ε ∈ [0, σ] i належить

G з деяким ρ-околом.
Тодi для усiх η > 0 та L > 0 iснує ε0 ∈ (0, σ] таке, що для усiх ε ∈ (0, ε0]

та t ∈ [0, Lε−1] справедлива оцiнка D(x(t), x̄(t)) < η, де x(t) i x̄(t) - розв’язки
рiвнянь (1) i (2) вiдповiдно.
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ТЕОРIЯ ФАВАРА-АМЕРIО
ДЛЯ РIВНЯНЬ БЕЗ H-КЛАСIВ

Слюсарчук В. Ю.

V.E.Slyusarchuk@gmail.com
Нацiональний унiверситет водного господарства та

природокористування, Україна

Нехай E – банаховий простiр з нормою ‖ · ‖E, C0 – банаховий простiр не-
перервних i обмежених функцiй x : R → E з нормою ‖x‖C0 = sup

t∈R
‖x(t)‖E

i M – банаховий простiр обмежених функцiй x : Z → E з нормою
‖x‖M = supn∈Z ‖x(n)‖E.

Розглянемо диференцiальне та рiзницевi рiвняння

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ R, (1)

x(t+ 1) = f(t, x(t)), t ∈ R, (2)

y(n+ 1) = g(n, y(n)), n ∈ Z, (3)

де f : R × E → E i g : Z × E → E – такi вiдображення, що для кожних
майже перiодичних x ∈ C0 i y ∈ M функцiї f(t, x(t)) i g(n, y(n)) є майже
перiодичними елементами просторiв C0 i M вiдповiдно.

Наведено умови майже перiодичностi обмежених розв’язкiв рiвнянь (1) –
(3), отриманi в [1]–[5].

1. Слюсарчук В. Е. Почти периодические решения дискретных
уравнений // Изв. РАН. Сер. матем. – 2016. – 80, № 2. – С. 125–138.

2. Слюсарчук В. Е. Условия существования почти периодичности решений
нелинейных разностных уравнений в банаховом пространстве // Матем.
заметки. – 2015. – 97, № 2. – С. 277–285.

3. Слюсарчук В. Е. Исследование нелинейных почти периодических диффе-
ренциальных уравнений, не использующее H-классы этих уравнений //
Матем. сб. – 2014. – 205, № 6. – С. 139–160.

4. Слюсарчук В. Е. Условия почти периодичности ограниченных решений не-
линейных дифференциально-разностных уравнений // Изв. РАН. Сер. ма-
тем. – 2014. – 78, № 6. – С. 179–192.

5. Slyusarchuk V. Yu. Almost periodic solutions of difference equations with disc-
rete argument on metric space // Miskolc Mathematical Notes. – 2014. – 15,
№ 1. – P. 211–215.
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ПРО НЕПЕРЕРВНIСТЬ ЗА ПАРАМЕТРОМ
РОЗВ’ЯЗКIВ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ У ПРОСТОРАХ

ГЕЛЬДЕРА–ЗIГМУНДА
Солдатов В. О.

soldatovvo@ukr.net
Iнститут математики НАН України, Україна

Нехай задано цiле число m ≥ 1 i дiйснi числа s > 0, ε0 > 0, a < b.
Розглянемо таку крайову задачу, залежну вiд параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (1)

B(ε)y(·, ε) = q(ε). (2)

Припускаємо, що для кожного ε ∈ [0, ε0) вона є тотальною щодо просто-
ру Гельдера-Зiгмунда (C(s+1))m := C(s+1)([a, b],Cm), тобто шукана вектор-
функцiя y(·, ε) належить до (C(s+1))m, i довiльно задано A(·, ε) ∈ (C(s))m×m :=
C(s)([a, b],Cm×m), f(·, ε) ∈ (C(s))m, q(ε) ∈ Cm i лiнiйний неперервний оператор
B(ε) : (C(s+1))m → Cm.

Для задачi (1), (2) розглянемо такi граничнi умови при ε→ 0+:
(i) A(·, ε)→ A(·, 0) в (C(s))m×m;
(ii) B(ε)y → B(0)y в Cm для кожного y ∈ (C(s+1))m;
(iii) f(·, ε)→ f(·, 0) в (C(s))m; (iv) q(ε)→ q(0) в Cm.
Розглянемо ще одну умову:
(0) гранична однорiдна крайова задача L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b,

B(0)y(·, 0) = 0 має лише тривiальний розв’язок.
Означення. Кажемо, що розв’язок крайової задачi (1), (2) неперервний

за параметром ε при ε = 0, якщо виконуються такi умови:
(∗) iснує число ε1 ∈ (0, ε0) таке, що для усiх ε ∈ [0, ε1), f(·, ε) ∈ (C(s))m,

q(ε) ∈ Cm ця задача має єдиний розв’язок y(·, ε) ∈ (C(s+1))m;
(∗∗) якщо виконуються умови (iii) та (iv), то y(·, ε) → y(·, 0) в (C(s+1))m

при ε→ 0+.
Теорема 1. Розв’язок крайової задачi (1), (2) неперервний за параме-

тром ε при ε = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє умови (0), (i),
(ii).

Теорема 2. Припустимо, що крайова задача (1), (2) задовольняє умови
(0), (i), (ii). Тодi її розв’язок має при ε→ 0+ однаковi за порядком похибку
‖y(·, 0)− y(·, ε)‖(C(s+1))m i нев’язку

‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε)‖(C(s))m + ‖B(ε)y(·, 0)− q(ε)‖Cm.

Цi результати отримано спiльно з В.А. Михайлецем i О.О. Мурачем.
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ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ СИСТЕМАМИ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ НА ЧАСОВИХ

ШКАЛАХ.
Станжицький О. М., Лаврова О. Є.

ostanzh@gmail.com, lavrova_olia@mail.ru
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна

Нехай T – часова шкала – довiльна, непорожня, замкнена пiдмножина
дiйсних чисел. [1]

На часовiй шкалi T, supT = +∞, розглядається наступна задача
оптимального керування:{

x∆ = f(t, x(t), u(t)),

e = (t1, x(0), x(t1)) ∈ S.
(1)

з критерiєм якостi типу Майєра:

J(x(0), u) = Φ1(e)→ inf, (2)

i критерiєм якостi Больца :

J(x(0), u) =

∫
[t0,t1)T

L(t, x(t), u(t))∆t+ Φ1(e)→ inf (3)

на вiдрiзку [0, T0]T, 0 ∈ T, T0 ∈ T, x ∈ D – фазовий вектор, D – область в Rd,
x(0) ∈ K ⊂ D, K – компакт, t1 – момент першого виходу розв’язку x(t) на
границю областi D, u ∈ U ⊂ Rm – вектор керування, U – замкнена множина,
вектор-функцiя Φ : [0, T0]T × D × U → Rd – неперервна на S, а множина S
визначається рiвняннями Φj(e) = 0 при j = 2, k, Φ = {Φj}kj=1.

В роботi отримано достатнi умови iснування оптимального керування для
задач (1), (2) i (1), (3).

1. M. Bohner and A. Peterson. Dynamic equations on time scales. An introduc-
tion with applications. Birkhäuser Boston Inc., Boston, MA, 2001.
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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ
НЕЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ
Стехун А. О.

angela_stehun@mail.ru
Одеська державна академiя будiвництва та архiтектури, Одеса, Україна

Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′′ = α0p(t)yL(y), (1)

де α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[−→]0,+∞[- неперервна функцiя,
−∞ < a < ω ≤ +∞, L : ∆Y0

−→]0,+∞[- неперервна i повiльно змiнна
функцiя при y → Y0, Y0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆Y0

- деякий однобiчний
окiл Y0.

Згiдно з теорiєю правильно змiнних функцiй

lim
y→Y0
y∈∆Y0

L(λy)

L(y)
= 1 для будь якого λ > 0,

тобто рiвняння (1) є асимптотичне близьким при y → Y0 до лiнiйного дифе-
ренцiального рiвняння третього порядку.

Розв’язок y диференцiального рiвняння (1) називається Pω(Y0, λ0)
– розв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на промiжку
[t0, ω[⊂ [a, ω[ i задовольняє наступнi умови

lim
t↑ω

y(t) = Y0, lim
t↑ω

y(k)(t) ∈ {0, ±∞} (k = 1, 2),

lim
t↑ω

[y′′(t)]2

y′′′(t)y′(t)
= λ0.

Для рiвняння (1) встановлено необхiднi i достатнi умови iснування
Pω(Y0, λ0) – розв’язкiв в особливих випадках λ0 ∈ {0, 1

2 , 1, ±∞}, а також
асимптотичнi при t ↑ ω зображення таких розв’язкiв та їх похiдних до друго-
го порядку включно. При L(y) ≡ 1, коли рiвняння (1) є лiнiйним, результати
дослiдження доповнюють вiдомi результати iз монографiї [1].

1. И.Т. Кигурадзе, Т.А. Чантурия. Асимптотические свойства решений
неавтономных обыкновенных дифференциальных уравнений. М.: Наука,
1990. – 430 с.
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МЕТОД КОНФОРМНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ В
ДИНАМIЧНИХ ЗАДАЧАХ ДИФУЗIЇ

Сухорольський М.А., Сохан П.Л., Iвасик Г.В.

SokhanP@gmail.com, Ivasyk-G@yandex.ua
Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”, Україна

Розглянемо плоску задачу про дифузiю речовини у безмежному середо-
вищi за наявностi в ньому цилiндричного тiла. Динамiчний стан середовища
створюється об’ємними джерелами. Рiвняння задачi формулюємо в будь-якiй
площинi, перпендикулярнiй до твiрної цилiндра. Нехай w = ϕ(z) – одноли-
сте конформне вiдображення областi D (зовнiшностi напрямної цилiндра)
на круг K i z = h(w) – обернене до нього вiдображення. При цьому кри-
ва ∂D вiдображається на коло ∂K. Рiвняння дифузiї запишемо в прямоку-
тнiй системi координат з використанням комплексних змiнних w = u + iv,
w = u − iv у виглядi ∂1

tU = 4a2∂2
wwU − f , де u, v i t – лiнiйнi та ча-

сова координати; U = U(w,w, t), f = f(w,w, t) – дiйснi функцiї. Пере-
йдемо до нових змiнних z = h(w), z = h(w), одержимо таке рiвняння:
∂1
tU = 4a2 |ϕ′(z)|−2 ∂2

zzU − f . Розв’язок цього рiвняння в D за однорiдних по-
чаткових умов (що не є принциповим) i граничної умови U |z∈L = 0 шукаємо
у виглядi суми ряду за системою функцiй

{
Φm,k(m)(z, z)

}∞
k=1

, (m = 0,±1, ...),

де Φ−m,k(m)(z, z) = Φm,k(m)(z, z); Φm,k(m)(z, z) = Jm

(
λk(m)ϕ(z), λk(m)ϕ(z)

)
;

Jm(w,w) = w|w|−1Jm(|w|); Jm(w,w) = Jm(w) – функцiї Бесселя першого ро-
ду m-го порядку; λk(m), (k = 1, 2, ...) – додатнi коренi рiвняння Jm(λ) = 0.
Введенi величини є власними функцiями i власними числами такої крайової
задачi: 4|ϕ′(z)|−2∂2

zzU + λ2u = 0, U |z∈∂D = 0. Отже, якщо функцiя f(w,w, t)

зображується збiжним рядом f(z, z, t) =
∞∑
k=1

∞∑
m=−∞

fm,k(t)Φm,k(m)(z, z), де

fm,k(t) =
∥∥Jm,k(m)

∥∥2 ∫∫
D

f(z, z, t)Φm,k(m)(z, z)|ϕ′(z)|dxdy, то узагальнений (вiд-

носно множини функцiй, що розвиваються у слабко збiжнi ряди за даною
системою) розв’язок задачi [1] шукаємо операцiйним методом i вiн такий:

U(z, z, t) = −
∞∑
k=1

∞∑
m=−∞

Φm,k(m)(z, z)
t∫

0

e−a
2λ2
k(m)(t−τ)fm,k(τ)dτ .

Одержаний розв’язок задовольняє сформульовану граничну умову,
оскiльки Jm

(
λk(m)|ϕ(z)|, λk(m)

∣∣∣ϕ(z)
∣∣∣)∣∣∣

z∈∂D
=

Jm
(
λk(m)|w|, λk(m)|w|

)∣∣
w∈∂K = Jm

(
λk(m)

)
= 0. Розв’язок проiлюстровано вiд-

ображеннями w = z +
√
z2 − c i w = (1/

√
2)
(√

z2 + c+
√
z2 − c

)
, що вiдпо-

вiдають площинi з елiптичним або хрестоподiбним включеннями.
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МЕТОД УКОРОЧЕННЯ У ПОБУДОВI
IНВАРIАНТНИХ ТОРIВ ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ

У ПРОСТОРI ОБМЕЖЕНИХ ЧИСЛОВИХ
ПОСЛIДОВНОСТЕЙ

Теплiнський Ю. В.

yuriy-teplinsky@yandex.ua
Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi Iвана Огiєнка,

Україна

Добре вiдомо, що метод укорочення К.П. Персидського [1], створений для
дослiдження злiченних систем диференцiальних рiвнянь, знайшов подаль-
шого застосування у розв’язуваннi багатьох задач теорiї еволюцiйних рiв-
нянь рiзних типiв, визначених у просторах обмежених числових послiдов-
ностей [2–5]. У цьому повiдомленнi розглянуто застосування цього методу
разом iз методом функцiї Грiна-Самойленка задачi про iнварiантнi тори лi-
нiйних розширень динамiчних систем на торах до побудови та дослiдження
властивостей гладкостi iнварiантних торiв диференцiальних, рiзницевих та
диференцiально-рiзницевих рiвняь, визначених у цих просторах.

1. Персидский К.П. Бесконечные системы дифференциальных уравнений.
Дифференциальные уравнения в нелинейных пространствах. — Алма-Ата:
Наука, 1976. — 247 с.

2. Samoilenko A.M. and Teplinskii Yu.V. Countable Systems of Differential
Equations. — VSP, Utrecht-Boston, 2003. — 287 p.

3. A. M. Samoilenko, Yu. V. Teplinsky. Elements of Mathematical Theory of
Evolutionari Equations in Banach Spaces. — Singapore: World Scientific. Series
A, Volume 86. — 2013, 400 p.

4. Teplinskiy Y.V., Pasyuk K.V. Infinite Dimensional Invariant Tori for
Countable Systems of Differential-Difference Equations // Mathematical
Analysis, Differential Equations and their Applications. - Sofia: Academic publi-
shing house "Prof. Marin Drinov". - 2011. - P. 217-228.

5. Теплiнський Ю.В. Iнварiантнi тори диференцiально-рiзницевих
рiвнянь у просторах обмежених числових послiдовностей. —
Кам’янець-Подiльський: Кам’янець-Подiльський нацiональний
унiверситет iменi Iвана Огiєнка, 2015. — 130 с. — (Препринт / МОН
України, Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi Iвана
Огiєнка; 2015).
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СПIВIСНУВАННЯ РIЗНИХ ТИПIВ ТРАЄКТОРIЙ
ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ

Федоренко Ю. В., Мясiн С. С.

juliamfed@gmail.com
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна

Доповiдь присвячено задачi спiвiснування траєкторiй, тобто одночасному
iснуванню рiзних типiв траєкторiй в динамiчнiй системi. Найбiльш вiдомим
результатом в цьому напрямку є наступна теорема: якщо динамiчна система,
яка породжена неперервним вiдображенням iнтервалу в себе, має перiодичну
траєкторiю перiоду n, то вона має i перiодичну траєкторiю з будь-яким пе-
рiодом n′ таким, що n � n′, де “ � ” — порядок Шарковського на множинi
натуральних чисел, а саме

3 � 5 � 7 � 9 � ... � 2 · 3 � 2 · 5 � ... � 22 · 3 � 22 · 5 � ... � 2 � 1.

Розв’язок задачi спiвiснування траєкторiй суттєво залежить вiд класу ди-
намiчних систем та класифiкацiї їх траєкторiй. Описано спiвiснування перi-
одичних та гомоклiнiчних траєкторiй динамiчних систем, що породжуються
деякими класами 1) неперервних вiдображень площини в себе [1], 2) систем
диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйною iмпульсною дiєю в
нефiксованi моменти часу [2] та 3) дволистих систем диференцiальних рiв-
нянь другого порядку [3]. Дослiдження використовує вiдповiднi результати
для неперервних вiдображень iнтервалу, при цьому їх перiодичнi траєкторiї,
бiльш детально нiж за перiодами, класифiкуються за циклiчними переста-
новками та символьними кодами, а гомоклiнiчнi траєкторiї розрiзняються,
використовуючи класифiкацiю їх ω-граничних множин.

1. Fedorenko V.V., Sharkovsky A.N. Homoclinic trajectories in one-dimensional
dynamics. J. of Difference Eq. and Appl., 2012, v. 18, № 4, 579–588.

2. Самойленко А.М., Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения с им-
пульсным воздействием. – К.: Вища школа, 1987. – 288 с.

3. Гаушус Э.В. Исследование динамических систем методом точечных пре-
образований. – М.: Наука, 1976. – 368 с.
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МIШАНА ЗАДАЧА З МАЛИМ ПАРАМЕТРОМ ПРИ
ПОХIДНИХ У ГIПЕРБОЛIЧНIЙ СИСТЕМI РIВНЯНЬ

ПЕРШОГО ПОРЯДКУ IЗ РIЗНИМИ
ХАРАКТЕРИСТИЧНИМИ НАХИЛАМИ

Флюд О. В.

oflyud@yahoo.com
Львiвський нацiональний унiверситет iм. I. Франка, Україна

В областi Ω = {(x, t) ∈ R2 : 0 < x, 0 < t < T} розглянемо сингулярно
збурену гiперболiчну систему рiвнянь першого порядку

ε
∂u

∂t
+
∂u

∂x
= f(x, t, u, v), (x, t) ∈ Ω,

∂v

∂t
− ε∂v

∂x
= g(x, t, u, v), (x, t) ∈ Ω,

(1)

за умов {
u(x, 0) = u(0, t) = 0,

v(x, 0) = 0,
(2)

де ε – малий додатний параметр. За певних умов гладкостi на вихiднi данi
та умов погодження побудовано та обґрунтовано асимптотичне розвинення
за степенями малого параметра розв’язку задачi (1)-(2) довiльного порядку.
Одержанi результати доведенi iз використанням методики робiт [1-3].

1. Бутузов В.Ф. Об одной сингулярно возмущенной системе уравнений в
частных производных первого порядка./Бутузов В.Ф., Каращук А.Ф.//
Матем. заметки. – 1995. – Т. 57,
Вып. 3. – С. 338-349.

2. Кирилич В.М. Обощеная непрерывная разрешимости задачи с неизве-
стными границами для сингулярных гиперборлических систем квазили-
нейных уравнений./Кирилич В.М., Филимонов А.М.// Матем. студiї. –
2008. – Т. 30. – № 1. – С. 42-60.

3. Мауленов О. О разрешимости смешанной задачи для вырожденной полу-
линейной гиперборлической системы на отрезке./Мауленов О., Мышкис
А.Д.// Изв. АН КазССР. Сер. физ. - мат. – 1981. – № 5. – С. 25-29.
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КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ СИНГУЛЯРНО
ЗБУРЕНОГО ГIПЕРБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ НА

ГЕОМЕТРИЧНОМУ ГРАФI
Флюд В. М.1,2, Головатий Ю. Д.1
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2 Опольська полiтехнiка, Польща

Нехай Γ – компактний зiрковий граф в R3, який складається з n ребер
γ1, . . . , γn зi спiльною вершиною a. Об’єднання решти вершин називатимемо
межею графа i позначатимемо ∂Γ. Шукатимемо задану на графi Γ функцiю
u : Γ× (0, T )→ R, яка є розв’язком задачi

∂2
t u− k(x, ε) ∂2

xu+ q(x)u = f(x, t), (x, t) ∈ Γ× (0, T ), (1)

u(x, 0) = ϕ(x), ∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ Γ, (2)

u(x, t) = µ(t), (x, t) ∈ ∂Γ× (0, T ). (3)

З фiзичних мiркувань розв’язок u у вершинi a повинен бути неперервним

uγ1
(a, t) = uγ2

(a, t) = · · · = uγn(a, t) (4)

та справджувати умову балансу сил натягу

(kγ1
∂γ1
u+ kγ2

∂γ2
u+ · · ·+ kγn∂γnu) (a, t) = 0, (5)

де t ∈ (0, T ). Тут uγk – звуження функцiї u на ребро γk, а ∂γku(a, ·) – значення
похiдної за просторовою змiнною у вершинi a вздовж ребра γk в напрямку
вiд цiєї вершини. Коефiцiєнт жорсткостi k(x, ε) є додатним на Γ для кожного
ε > 0, але може стати нульовим при ε = 0 на усiх чи частинi ребер графа.
Крiм того, швидкiсть виродження k(x, ε) при ε → 0 на рiзних ребрах мо-
же вiдрiзнятися. Модель описує коливання системи струн, з’єднаних в однiй
точцi i, взагалi кажучи, iз рiзними коефiцiєнтами жорсткостi.

Дослiджено асимптотичну поведiнку uε, коли параметр ε стає малим. По-
будованi повнi розвинення розв’язкiв стосовно степенiв малого параметру ε
для рiзних випадкiв виродження коефiцiєнта k(x, ε) та доведена їхня асимп-
тотична коректнiсть.
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РОЗВ’ЯЗОК КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI БЕЗ
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При дослiдженнi крайових перiодичних задач для гiперболiчних рiвнянь
другого порядку utt− uxx = F [x, t, u, uxut] як лiнiйних, так i нелiнiйних [1-3],
нами було застосовано нетрадицiйний метод пошуку їх розв’язкiв. На вiдмiну
вiд [4], де використовуються методи функцiонального аналiзу для вiдшукання

розв’язку вказаних задач у виглядi ряду u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(t)sinkx, що автома-

тично забезпечує виконання крайових умов u(0, t) = u(π, t), проте вимагає
накладання додаткових умов, ми спочатку шукаємо перiодичний розв’язок,
а потiм перевiряємо виконання крайових умов. Спираючись на результати
В. М. Кирилича [5] i враховуючи отриманi нами результати, можна знайти
розв’язки крайових задач без початкових умов для гiперболiчних рiвнянь в
спецiально видiлених класах функцiй.

1. Хома Г. П. Т-перiодичнi розв’язки гiперболiчних рiвнянь другого порядку
[Текст]/ Г. П. Хома, Н. Г. Хома, С. Г. Хома-Могильська //Науковi дослi-
дження та їх практичне застосування: Сборник научных трудов SWorld. –
Выпуск 3 (36). Том 27. – Иваново Маркова AD, 2014. – С. 85-89.

2. Хома Н. Г. Класичний розв’язок однiєї задачi Дiрiхле [Текст] / Н. Г. Хома,
Л. Г. Хома, П. В. Цинайко // Доп. НАН України. – 2000. – № 9. – С.
41-44.

3. Самойленко А. М. Окремий випадок iснування 2π–перiодичних розв’яз-
кiв крайових задач для гiперболiчних рiвнянь другого порядку [Текст] /
А. М. Самойленко, Н. Г. Хома, С. Г. Хома-Могильська //Доповiдi НАН
України. – 2010. – № 10. – С. 27–32.

4. Rabinowitz P. Periodic solutions of hyperbolic partial differential equations
[Теxt] / P. Rabinowitz //Comm. Pure Appl.Math. – 1967. – 20, № 1. –
P. 145–205.

5. Кирилич В. М. Крайова задача без початкових умов для лiнiйної одно-
рiдної системи рiвнянь гiперболiчного типу [Текст] / В. М. Кирилич,
А. Д. Мишкiс // Доп. АН УРСР. – 1991. – Сер А, № 5. – С. 8–10.
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ПРО НАПIВГРУПУ ФЕЛЛЕРА ДЛЯ
БАГАТОВИМIРНОГО ДИФУЗIЙНОГО ПРОЦЕСУ З
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tzhannet@yahoo.com
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна

Нехай D – обмежена область в Rn, n ≥ 2, з гладкою межею S. Ще одна
гладка замкнена поверхня S0 вважається заданою в серединi областi D. Вона
роздiляє цю область на двi вiдкритi множини: D1 – з межею S1 = S0 i D2 – з
межею S2 = S0∪S. Припускаємо, що гiперповерхнi S i S0 належать до класу
Гельдера H2+λ, λ ∈ (0, 1).

Нехай в областях D1 i D2 заданi твiрнi диференцiальнi оператори L1 i
L2 вiдповiдно двох однорiдних необривних дифузiйних процесiв, коефiцiєнти
яких неперервно продовжуються на D1 = D1∪S1 i D2 = D2∪S2. Припустимо
також, що в точках гiперповерхонь S i S0 заданi вiдповiдно крайова умова та
умова спряження типу Вентцеля [1], за допомогою яких описуються власти-
востi процесiв пiсля потрапляння дифундуючої частинки на межi областей.
При цьому розглядається випадок, коли умова спряження визначається кра-
йовим диференцiальним оператором Вентцеля загального вигляду, а крайова
умова – лише тiєю його частиною, що вiдповiдає за вiдбиття процесу.

Ставиться задача побудувати напiвгрупу операторiв Tt, t ≥ 0, якiй вiд-
повiдає однорiдний процес Феллера на D = D ∪ S такий, що у внутрiшнiх
точках областей D1 i D2 вiн збiгається iз заданими там дифузiйними проце-
сами, керованими операторами L1 i L2 вiдповiдно, а його поведiнка в точках
S та S0 визначається крайовою умовою та умовою спряження Вентцеля.

Шукану напiвгрупу отримано нами методом класичної теорiї потенцiа-
лу як розв’язок вiдповiдної параболiчної задачi спряження, до якої редуку-
ється вихiдна задача. Побудований процес ми трактуємо як процес дифузiї
в областi D з вiдбиттям в точках межi S та з мембраною, розташованою на
гiперповерхнi S0.

1. Вентцель А.Д. О граничных условиях для многомерных диффузионных
процессов // Теория вероятн. и ее применения. 1959. – 4, № 2. – С. 172-185.
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)ϕ0(y)ϕ1(y
′), (1)

де α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞), ϕi : ∆Yi →]0,+∞[
(i ∈ {0, 1}) — неперервнi функцiї, Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi — однобiчний окiл Yi.

Крiм того, вважаємо, що функцiя ϕ1 є правильно змiнною (див. [1], роз-
дiл 1.4, стор. 17) при z → Y1 (z ∈ ∆Y1

) порядку σ1, а функцiя ϕ0 двiчи
неперервно диференцiйовна на ∆Y0

та така, що

lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕ(y) =

{
або 0,
або +∞, lim

z→Y0
z∈∆Y0

ϕ0(z)ϕ′′0(z)

(ϕ′0(z))
2 = 1. (2)

Розв’язок y рiвняння (1) будемо називати Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком, якщо
вiн визначений на промiжку [t0, ω[ i задовольняє умови

lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1), lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0.

З умов (2) випливає (див. [1], роздiл 3.1, стор. 139), що функцiя ϕ0 та її
похiдна першого порядку є швидко змiнними при y → Y0. Для Pω(Y0, Y1, λ0)-
розв’язкiв рiвняння (1), для яких λ0 ∈ R\{0, 1}, отримано необхiднi i достатнi
умови їх iснування, а також асимптотичнi зображення цих розв’язкiв та їх
похiдних першого порядку.

1. Bingham N.H., Goldie C.M., Teugels J.L. Regular variation. Encyclopedia of
mathematics and its applications. Cambridge university press. Cambridge. -
1987. - 494p.
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Для системи диференцiальних рiвнянь вигляду

ẋ = f(t, x), t 6= τi, ∆x|t=τi = Ii(x), (1)

де x ∈ Rn, t ≥ 0, {τi}, i = 1, 2, . . . – послiдованiсть моментiв часу iмпульсної
дiї, τi+1 > τi, τi → ∞ при i → ∞, пропонуються деякi варiанти достатнiх
умов рiвномiрної та рiвномiрної граничної обмеженостi розв’язкiв, а також
достатнi умови рiзних типiв обмеженостi розв’язкiв вiдносно частини змiнних
(означення вiдповiдних понять прийнято згiдно з [1-3]) . Результати встанов-
лено шляхом застосування методу допомiжних функцiй, модифiкованого для
випадку iмпульсних систем [4,5].

Поряд iз системою (1) розглядається збурена система

ẋ = f(t, x) + g(t, x), t 6= τi, ∆x|t=τi = Ii(x) +Gi(x), (2)

для якої дослiджуються питання збереження властивостей обмеженостi , яки-
ми володiють розв’язки системи (1); встановлюються достатнi умови евенту-
альної рiвномiрної (рiвномiрної граничної) обмеженостi розв’язкiв системи
(2). Одержанi результати допускають поширення на випадок нефiксованих
моментiв часу iмпульсної дiї (t = τi(x)).

1. Bernfeld S., SIAM J. Math. Anal. - 1972.- V.3.-№.2.-P. 358-370.
2. Румянцев В.В., Озиранер А.С.: Устойчивость и стабилизация движения

по отношению к части переменных, М.: Наука, 1987. - 256 с.
3. Лапин К.С., Дифференциальные уравнения.-2014.-Т.50.-№3.-С.309-316.
4. Гургула С.И., Перестюк Н.А., Мат. Физика.-1982.-№31.-С.9-14.
5. Samoilenko A.M., Perestyuk N.A.: Impulsive differential equations; World Sci-

entific: Singapore- New Jersey- London, 1995. - 462 p.
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У данiй роботi дослiджується питання про побудову асимптотики розв’яз-
ку системи

ε
dx

dt
= A(t)x, (1)

де x(t, ε) – шуканий двовимiрний вектор, t– дiйсна змiнна t ∈ [0;T ], ε– малий
дiйсний параметр, A(t)– квадратна матриця другого порядку, яка допускає

розвинення у виглядi степеневого ряду A(t) =
∞∑
k=0

Akt
k. Передбачається, що

головна матриця A0 має одне власне значення λ0 кратностi два, якому вiдпо-
вiдає елементарний дiльник такої самої кратностi. Доведено таке твердження.

Теорема. Якщо виконується умова (HA1ϕ, ψ) 6= 0, то систе-
ма (1) має два лiнiйно незалежних розв’язки вигляду xi(t, ε) =

ui(t, ε)exp
(
ε−1
∫ t

0 (λ0 + λi(τ, ε))dτ)
)
, i = 1; 2, де функцiї λi(t, ε) та вектори

ui(t, ε), подаються у виглядi подвiйних розвинень

λ1(t, ε) =
∞∑
r=1

r∑
s=1

λ(1)
rs ε

s

(
t

ε

)r
, u1(t, ε) = ϕ+

∞∑
r=1

r∑
s=1

u(1)
rs ε

s

(
t

ε

)r
,

λ2(t, ε) =
∞∑
r=0

r+1∑
s=1

λ(2)
rs ε

s

(
t

ε

)r
, u2(t, ε) = Hϕ+ ϕ

(
t

ε

)
+
∞∑
r=1

r+1∑
s=0

u(2)
rs ε

s

(
t

ε

)r
.

H – напiвобернена матриця до матрицi A0 − λ0E, ϕ - власний вектор ма-
трицi A0, що вiдповiдає її власному значенню λ0, та ψ - елемент нуль
простору матрицi, спряженої до A0 − λ0E.

За умови Re(λ0) < 0 i
t

ε
< 1 виведено вiдповiдну асимптотичну оцiнку

||xm − x̃|| ≤ cε2

(
t

ε

)m+2

.
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y
′′′

= α0p(t)y| ln |y||σ, (1)

де α0 ∈ {−1; 1}, σ ∈ R, p : [a, w) −→ (0,+∞) – неперервна функцiя;
a < w ≤ +∞.

Для рiвнянь другого порядку вигляду (1) асимптотику розв’язкiв було
дослiджено в роботi В. М. Євтухова i Абу-Эль-Шаура Муси Джабера [1].

Розв’язок y рiвняння (1), який задано на промiжку [ty, w) ⊂ [a, w) нази-
ваємо Pw(λ0) розв’язком, якщо вiн задовольняє наступним умовам:

lim
t−→w

y(k)(t) =

{
либо 0,
либо ±∞, (k = 0, 1, 2), lim

t−→w

(y
′′
)2

y′′′y′
= λ0

У роботi [2] встановлено необходнi та достатнi умови iснування у рiвняння
(1) Pw(λ0) розв’язкiв для рiзних дiйсних значень λ0. Отримано асимптотику
таких розв’язкiв та їх похiдних до другого порядку при t −→ w.

Наступним етапом дослiдження було одержання результатiв у критичних
випадках, а саме λ0 = ±∞ та λ0 = 0. Доведено теореми про iснування у
рiвняння (1) Pw(±∞) розв’язкiв, Pw(0) розв’язкiв та виведено асимптотичнi
розвинення таких розв’язкiв, їх похiдних першого та другого порядкiв при
t −→ w.

1. Asymptotic behaviour of solutions of second order nonlinear differential equa-
tions close to linear equations / Evtukhov V.M., Mousa Jaber Abu Elshour //
Mem. Diff. Eq. Math. Phys. - 2008. - 43. - P. 97-106.

2. Асимптотические представления решений нелинейных дифференциальных
уравнений третьего порядка / Н. В. Шарай, В. Н.Шинкаренко // Нелiнiйнi
коливання, 2015, т. 18, N 1, – с. 133-144
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Розглядається пружна рiвновага необмеженої iзотропної пластини
(x, y, z) ∈ R2× [−h, h], послабленої системою розрiзiв. Частина дефектiв (L1)
є трiщинами, береги яких можуть контактувати за згину, iнша частина (L2)
— вузькi щiлини з вiльними вiд в’язей поверхнями.

Напружено-деформований стан пластини поза дефектами описуємо бiгар-
монiчними рiвняннями класичних теорiй плоского напруженого стану та зги-
ну пластин:

∆∆ϕ = 0, ∆∆w = 0, (x, y) ∈ R2\(L1 ∪ L2). (1)

На трiщинах виконуються нерiвностi контакту вздовж лiнiї:

N±n = 0, M±
n = m±(s), [un] ≥ h|[ϑn]|, s ∈ L′1;

[un] = h|[ϑn]| > 0, M±
n −m±(s) = hN±n sgn[ϑn], Nn ≤ 0, s ∈ L′′1;

[un] = 0, [ϑn] = 0, |M±
n −m±(s)| ± hN±n ≤ 0, s ∈ L′′′1 ;

N±nt = 0, P±nt = p±(s) + C, s ∈ L1; (2)

на щiлинах задається зовнiшнє згинальне навантаження:

N±n = 0, N±nt = 0, M±
n = m±(s), P±nt = p±(s) + C, s ∈ L2. (3)

Тут L1 = L′1 ∪ L′′1 ∪ L′′′1 ; L′1, L2 — вiдкритi дiлянки дефектiв, L′′1 — дiлянки
контакту вздовж лiнiї, L′′′1 — повнiстю закритi дiлянки; C — набiр довiльних
сталих.

Крiм того, вiдсутнi напруження на безмежностi:

Nx = Nxy = Ny = 0, Mx = Mxy = My = 0, (x, y)→∞. (4)

Розв’язки задачi (1)—(4) побудовано методом сингулярних iнтегральних
рiвнянь. Зокрема, для колiнеарних дефектiв отримано аналiтичнi результати.
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Для багатьох параболiчних та гiперболiчних дисипативних систем вiдо-
мим є результат щодо iснування глобального атрактору - компактної iнварi-
антної пiдмножини фазового простору, що притягує всi траєкторiї системи
[1]. Цей результат зберiгається i в тому випадку, коли на нелiнiйний доданок
не накладаються умови гладкостi [2], тобто глобальний атрактор є стiйким
(робастним) щодо неперервних збурень правої частини задачi. Натомiсть вiд-
повiдь на питання про стiйкiсть глобального атрактору щодо многозначних
збурень правої частини суттєво залежить вiд типу рiвняння. Для параболi-
чних систем типу реакцiї-дифузiї з нелiнiйнiстю f(u) показано, що глобаль-
ний атрактор зберiгається (i є близьким до атрактору незбуреної системи) у
випадку неавтономних многозначних збурень [f(u)− fε(t, u), f(u) + fε(t, u)],
де в певному сенсi fε → 0 [3]. Для гiперболiчних рiвнянь можна показати, що
найпростiше многозначне лiпшицеве збурення руйнує глобальний атрактор.

1. Temam R. Infinite-dimensional dynamical systems in Mechanics and Physics.
- N.Y: Springer, 1988 //

2. Kapustyan O.V., Mel’nik V.S., Valero J., Yasinsky V.V. Global attractors of
multi-valued dynamical systems and evolution equations without uniqueness. -
K: Naukova Dumka, 2008

3. Шкляр Т.Б. Глобальний атрактор неавтономного еволюцiйного включення
типу реакцiї-дифузiї // Науковi Вiстi НТУУ КПI, 2011, №4, С. 98-104
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